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数学 有 什么 用 ? 


从 事 数学 工作 的 人 总 被 问 起 : 数学 有 什么 用 ? 不 管 是 学 者 、 教 授 、 学 生 
还 是 普通 的 爱好 者 ， 总 得 为 自己 喜欢 数学 找 个 理由 。 有 些 人 问 得 还 算 坦 
W, Eu: “代数 是 用 来 做 什么 的 ? ?或 者 : “统计 还 有 点 用 处 ， 但 我 真 
不 知道 施 数 能 有 什么 用 。?” 有 些 人 则 略 带 嘲 讽 : “我 真 搞 不 懂 数 学 ， 这 玩 
意 儿 什么 用 也 没有 。? 或 者 :“ 现 在 都 有 计算 器 了 ， 还 研究 个 什么 劲 儿 

啊 ? ”这 些 话 确实 有 些 恼人 ， 那 该 如 何 回 答 呢 ? 


我 们 大 致 可 以 从 两 方面 反 驶 “数学 无 用 论 ”。 一 方面 ， 可 以 说 说 数学 的 实 
际 用 途 : 比如 ， 数 论 ! 就 是 加 密 的 基础 ， 没 有 加 密 ， 银 行 交 易 就 会 十 分 
不 安全 ， 而 代数 ?和 逻辑 则 是 信息 科学 不 可 分 割 的 一 部 分 ， 金 融 中 要 用 
到 概率 ， 生 物 学 家 也 要 用 概率 来 分 析 生 物 可 能 的 进化 过 程 ， 有 了 图 论 ， 
全 球 定位 系统 (GPS) 才能 找 出 道路 网 络 上 两 点 之 间 的 最 短路 线 ， 更 不 
用 说 分 析 学 5 和 物理 学 之 间 的 紧密 关系 了 。 


"数论 研究 整数 的 性 质 及 其 运算 ， 如 质数 、 平 方 等 。 


















































“代数 可 定义 为 研究 数学 对 象 之 间 变 换 关 系 的 科学 ， 如 几何 中 的 对 称 就 是 一 种 变换 关系 。 




















3 分 析 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 研 究 函 数 的 性 质 及 其 变换 ， 如 极限 、 连 续 、 导 数 、 积 分 等 。 








另 一 方面 ， 我 们 可 以 让 人 感受 一 下 “数学 之 美 ”。 这 里 不 是 要 说 “上 自 相 

似 ” 的 分 形 几 何 之 美 ， 如 宝塔 花菜 的 奇妙 外 形 或 布 列 塔 尼 晓 蜂 曲折 的 海 
岸 线 ， 也 不 是 为 人 津津 乐 道 的 黄金 比例 一 一 传说 中 ， 是 它 造就 了 古 希 腊 
帕 特 农 神 庙 的 完美 比例 ， 而 且 我 们 的 银行 卡 也 是 按 它 制作 的 。“ 数 学 之 
美 ?不 是 视觉 上 的 美 ， 而 是 数学 给 人 带 来 的 精神 愉悦 。 如 果 一 个 公式 能 
把 两 个 相去 甚 远 的 领域 联系 起 来 ， 我 们 就 可 以 称 之 为 “ 美 ”。 比 如 ， 等 式 
1 + 1/2? + 1/32 + 1/4 + ... 2 12/6 把 贡 与 无 穷 数 列 联系 了 起 来 。 如 果 一 个 
证 明 简洁 奇妙 ， 另 辟 蹊 径 ， 那 也 可 以 说 它 十 分 优美 。 但 是 ， 如 果 对 方 认 
定 了 数学 没什么 用 ， 那 以 上 这 些 回 答 都 不 能 让 他 满意 。 制 造 手 机 当然 需 
要 许多 软件 和 硬件 方面 的 数学 知识 ， 但 手机 用 户 完全 不 用 懂得 那么 多 。 
欧 拉 恒等式 在 数学 家 眼 里 十 分 优美 ， 因 为 它 把 所 有 数学 基本 常数 宫 括 在 














一 个 公式 里 ， 但 在 普通 人 看 来 ， 这 没有 什么 了 不 起 的 。 


那些 问 “ 数 学 有 什么 用 ”的 人 ， 是 想 让 别人 用 一 句 话 点 醒 他 ， 为 什么 会 有 
人 对 这 些 抽 象 的 问题 乐此不疲 ， 而 不 管 有 没有 实际 意义 ? 数学 专业 人 士 
或 者 爱好 者 能 给 的 答案 也 只 有 目 己 由 瑞 的 喜爱 之 情 了 ， 而 正 是 这 种 喜爱 
之 情 ， 反 而 能 让 旁人 认同 。 有 人 喜欢 数学 ， 有 人 喜欢 收集 迪士尼 小 微 
章 ， 这 在 本 质 上 没有 什么 不 同 。 


现在 ， 让 我 们 试 着 从 第 三 个 角度 来 回答 “数学 有 什么 用 ”的 问题 。 这 本 书 
深入 浅 出 地 列举 了 数学 在 日 钊 生活 中 的 “具体 应用。 但 要 注意 的 是 ， 某 
些 对 数学 家 来 说 很 具体 的 问题 ， 在 普通 人 看 来 可 能 并 非 如 此 。 下 面 说 到 
的 问题 包括 怎么 贴 瓷 砖 、 怎 么 摆 郁 饼 、 怎 么 让 民主 更 民主 一 些 、 怎 么 闭 
者 眼睛 启 得 法 网 公开 赛 ， 等 等 。 当 然 ， 还 有 最 重要 的 问题 : 上 而 所 的 时 
d 
v FH We ? 


























01 早餐 代表 我 的 心 


“亲爱 的 ， 天 亮 了 ， 今 天 是 2 月 14 号 ， 我 特意 为 你 准备 了 早餐 。 不 
用 起 床 了 ， 就 在 床上 号 。 好 丰盛 的 ， PR ERE EH AUD OR 
EU o COE AIEKR, XB Bc EET, 
LL Tini jj? ! » 


Hi E 但 为 什么 有 牛奶 呢 ? 你 知道 我 喝 牛 奶 不 消化 
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早餐 是 一 天 中 最 重要 的 一 餐 。 每 天 早上 ， 我 都 目光 采 消 地 盯 着 麦片 盒 上 
的 配料 表 ， 心 里 默念 这 句 话 ， 等 着 没 睡 够 的 倦 意 退 去 。 如 果 你 泡 了 碗 麦 
片 ， 冲 了 杯 咖 啡 或 者 倒 了 杯 果 汁 ， 那 么 ， 在 阳光 的 照 炮 下 ， 杯 子 里 面 会 
出 现 一 个 类 似 心 形 的 形状 〈 图 1.1) 。 
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图 1.1 阳光 照射 下 的 碗 里 出 现 心 形 (图 片 来 源 : © Gérard Janot, CC 
BY-SA 3.0) 


这 个 心 形 是 怎么 来 的 呢 ? 


答案 其 实 很 简单 ， 但 先 要 了 解 下 数学 家 是 如 何 定义 心 形 的 。 





画 一 颗 心 给 你 ! 


有 了 合适 的 方程 和 绘图 仪 ， 什 么 东西 都 可 以 画 出 来 。Wolfram ! 公司 市 
场 部 的 编辑 理 查 德 .克拉 克 特 别 擅 于 用 传 里 叶 变换 写 图 形 方程 。 有 了 他 
的 贡献 ， 我 们 才能 把 皮卡 丘 也 用 方程 表示 出 来 〈 图 1.2a) 一 我 在 这 里 
就 不 把 方程 号 全 了 ， 如 果 要 写 全 ， 一 页 纸 都 不 够 。 美 国 一 所 高 中 的 数学 
XN J. 马 修 - 雷 吉 斯 特 也 是 图 形 方程 的 好 手 。2011 年 ， 他 的 学 生 把 他 
的 蝙蝠 侠 图 标 方程 〈 图 1.2b) 发 到 了 网 上 ， 引 起 了 又 动 。 言 归 正 传 ， 数 
学 爱好 者 给 出 了 许多 心 形 方程 ， 各 有 千秋 ， 但 数学 界 “ 心 有 独 钟 "*， 他们 














认定 用 简单 方程 描绘 的 “ 心 形 线 ”《〈 图 1.2c 和 图 1.2d) 。 




















!Wolfram Research 是 一 家 美国 公司 ， 主 攻 数 学 领域 ， 其 产品 Mathematica 是 一 种 科学 计算 软 
件 ， 其 开发 的 网 站 Wolfram| Alpha 是 一 种 计算 搜索 引擎 。 











心 形 线 在 英语 里 叫 作 cardioid， 这 个 词 来 自 希 腊 语 : kardia 意 为 “ 心 ”， 
eidos 意 为 “< 形 ”。 心 形 线 有 许多 不 同 的 定义 方法 ， 但 是 异曲同工 (图 
1.2) 。 我 们 可 以 想象 一 个 圆 沿 着 另 一 个 圆 外 侧 滚动 而 不 滑动 ， 不 动 的 
圆 叫 作 * 准 圆 ”， 动 圆 上 某 一 点 的 轨迹 称 为 “外 摆 线 ”(epicycloid) ， 这 个 
词 也 来 自 希 腊 语 : epi 意 为 “上 ”，kuklos 意 为 “ 圆 ”。 准 圆 和 动 圆 的 半径 相 
等 时 ， 就 得 到 了 心 形 线 。 如 果 动 圆 在 准 圆 内 部 ， 而 准 圆 的 半径 是 动 圆 的 
2 倍 ， 也 会 得 到 心 形 线 。 


18 世纪 初 ， 布 莱 效 .帕斯卡 的 父亲 艾 蒂 安 : 帕 斯 卡 在 对 摆 线 的 研究 中 提 到 
了 这 种 曲线 ， 虽 然 言 辞 含糊 ， 但 这 是 历史 上 首次 出 现 。 其 他 数学 家 对 这 
种 曲线 也 是 兴致 勃勃 。1708 年 ， 法 国 数学 家 菲利普 : 德 拉 意 尔 证 明 心 形 
线 的 长 是 准 圆 半 径 的 16 倍 。 直 到 1741 年 ， 乔 瓦 尼 . 达 卡 斯 蒂 利 奥 内 才 
根据 形状 将 其 命名 为 “ 心 形 线 ”。 
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图 1.2 JLA k 


(a) 理 查 德 :克拉克 的 皮卡 丘 曲 线 。 这 是 一 个 参数 方程 ，t 的 取 值 在 0 到 2r 之 间 ， 曲 线 上 某 一 点 的 坐 
标 由 (x, 妨 关 于 t 的 函数 确定 ， 即 (x(b, y(b)。 这 里 只 给 出 了 皮卡 丘 轮廓 线 的 方程 ， 完 整 的 方程 是 
10 倍 长 。 






































(b) J 马 修 : 雷 吉 斯 特 的 蝙蝠 侠 图 标 曲 线 。 起 初 方 程 只 有 一 个 解析 式 ， 以 椭圆 方程 和 直线 方程 为 基 
础 。 





(c) 尤 尔 根 : 科 勒 的 心 形 曲 线 。 
(d) 参数 方程 给 出 的 心 形 线 。 


第 二 种 构建 心 形 线 的 方法 是 : 取 圆 上 一 点 P， 以 圆 上 其 他 点 为 圆心 ， 作 
经 过 点 P 的 圆 ， 所 有 这 些 圆 内 包 于 一 条 心 形 线 。 


更 让 人 意 想 不 到 的 是 ， 心 形 线 还 可 以 通过 数论 的 方法 来 构建 。 在 圆周 上 
均匀 地 取 100 个 点 ， 编 为 0 到 99 号 ， 然 后 把 各 个 点 与 编号 为 其 2 倍 的 











点 相连 ， 如 果 编 号 的 2 倍 大 于 等 于 100， 则 以 减 去 100 计 ， 即 编号 乘 2 
得 100 则 对 应 点 0， 编号 乘 2 得 102 则 对 应 点 2。 按 这 种 方法 ， 点 21 与 
点 42 相连 ， 点 53 与 点 6 相连 。 所 有 这 些 线段 形成 心 形 线 。 取 的 点 越 
多 ， 心 形 线 就 越 准确 〈 图 1.3) 。 








m Lg 


图 1.3 构建 心 形 线 的 几 个 方法 
可 以 是 圆 的 外 摆 线 (a)， 也 可 以 是 经 过 圆周 上 一 点 且 圆 心 也 在 此 圆周 上 的 圆 的 包 络 线 b), RE 
圆周 上 某 点 与 其 2 倍 编号 点 连 线 的 包 络 线 (0)。 


说 了 这 么 多 ， 还 没有 解释 碗 里 怎么 会 有 一 颗 “ 心 ”。 真 正 原 因 是 ， 心 形 线 
是 圆 的 “ 散 焦 线 ”。 


光 之 几何 


光线 照射 到 圆 形容 器 的 边缘 ， 会 发 生 反 射 。 假 设 阳 光 是 平行 光 ， 让 我 们 
来 观察 一 下 反射 光路 : 根据 光 的 反射 定律 ， 反 射 角 等 于 入 射 角 ， 即 反射 
光线 与 法 线 的 夹 角 等 于 入 射 光线 与 法 线 的 夹 角 ， 法 线 是 圆 在 入 射 点 上 切 
线 的 垂 线 (图 1.4) 。 






































光 在 曲线 上 的 反射 


图 1.4 


aL PETS 
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—— 7 
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的 “ 散 焦 线 "， 与 所 有 反射 光路 相 切 。 这 里 的 散 焦 线 和 心 形 线 很 相似 《图 


1.5a) 。 


根据 光 的 反射 定律 〈 又 称 “ 斯 内 尔 - 笛 卡 儿 第 一 定律 ?) ， 反 射 角 〈 红 色 ) 等 于 入 射 角 《〈 蓝 


P s 
阳光 视 为 平行 光 ， 照 射 到 杯 治 并 经 过 反射 后 ， 汇 集成 的 曲线 
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图 1.5 (a) PCI 4126. KAT Aa 


相似 。 这 其 实 是 另 一 种 外 摆 线 ， 称 为 “ 旨 形 线 ”。(b) 当 光 源 位 于 圆周 上 
的 一 点 时 ， 才 能 得 到 心 形 线 


但 是 ， 这 样 得 到 的 曲线 并 不 是 真正 的 心 形 线 ， 心 形 线 与 圆周 不 会 相交 。 
其 实 ， 这 是 半 肾 形 线 ， 可 以 视 为 心 形 线 的 “亲戚 ”"， 因 为 它们 都 是 外 捍 线 
的 一 种 。 如 果 准 圆 的 直径 是 动 圆 的 2 倍 ， 束 会 得 到 肾 形 线 (图 1.6) 。 
肾 形 线 有 两 个 对 称 轴 和 两 个 回复 点 ， 即 曲线 好 像 要 往 回 走 的 那 一 

点 。“ 肾 形 线 ” 这 个 词 英 语 为 nephroid， 也 来 自 希 腊 语 ，nephr6s 意 
HA”. AMER OER RARE T o 











图 1.6 如 果 准 圆 的 半径 是 动 圆 的 2 倍 ， 则 动 圆 上 某 点 的 轨迹 是 另 一 种 
外 摆 线 ， 称 为 “ 肾 形 线 * 


但 不 要 担心 ， 想 要 杯子 里 出 现 心 形 线 很 简单 ， 只 要 把 光源 移 近 一 点 就 
行 。 光 源 在 杯子 的 圆周 上 时 ， 出 现 的 就 是 标准 的 心 行 线 〈 图 L5b) 。 下 
一 个 情人 节 ， 你 就 可 以 省 着 点 过 啦 ! 不 用 去 高 级 餐厅 吃 大 餐 ， 只 要 一 蔓 


灯 和 一 碗 牛奶 就 够 了 ， 然 后 再 给 他 或 她 念 一 首 诗 ， 完 美 ”! 


“如 果 你 真 的 这 么 做 了 ， 但 你 的 心上人 并 不 领情 ， 作 者 不 承担 任何 责任 。 

















如 果 你 是 外 摆 线 ， 你 会 是 一 条 心 形 线 。 

如 果 你 是 全 纯 函 数 ， 你 就 是 正弦 的 平方 ， 

而 我 就 是 余弦 的 平方 ， 我 们 刚好 合 二 为 一 。 
如 果 你 是 偶数 ， 你 会 是 28， 因 为 28 是 完全 数 。 
如 果 你 是 奇数 ， 你 依然 会 是 完全 数 。 

但 只 有 我 知道 ， 你 这 个 奇 完全 数 的 存在 。 

如 果 你 是 对 数 ， 你 将 会 ..…… 那 个 .…… 你 懂 的 。 








02 E (不 ) 亮 你 的 家 


“这 套房 在 顶层 ， 小 区 环境 优美， 舒适 安静 。 不 远 处 就 是 火车 站 ， 
地 下 有 停车 场 。 夺 房 配套 齐全 ， 房 子 有 地 热 供 咀 。 从 阳台 望 出去 问 
个 城市 一 览 无 余 ， 还 能 半 光 纪 宽 落 。 每 周 六 早上 ， 楼 下 还 有 有 机 家 
产品 市 


“看 着 挺 好， 但 这 满 屋 子 镜子 是 怎么 回 事 啊 ? 从 厨房 都 能 看 见 浴 
EN 














“ 哦 ， 这 个 啊 ， 不 奇怪 ， 上 个 房客 是 搞 数 学 的 。” 








你 要 租房 ， 于 是 中 介 领 看 你 来 到 最 时 握 的 小 区 。 中 介 没 骊 入 ， 这 套房 看 
起 来 就 像 一 件 当 代 艺 术 作 品 。 得 如 果 你 想 要 方正 的 户型 、 "E ELIT] SERE, 
那 还 是 换 一 个 吧 ， 这 房子 曲 曲折 折 和 迷宫 似 的 。 更 引 人 注 目的 是 ， 所 有 
FE DEBES I Wil. "HÁT ERWA A AAE, 因为 从 房间 里 任何 一 处 
都 能 看 见 客 厢 或 者 卫生 间 ， 而 且 开 一 荔 娄 就 能 照 腕 整个 屋子 。 


au in 就 算 房间 里 挂 满 镜 了 于 ， 真 的 随便 在 哪里 开 一 T S 
亮 整套 房 吗 ? 如 果 房 子 是 工 形 的 ， 这 方法 应 该 可 行 ， 站 在 角落 也 能 
ELE SDUENOT, (ER A AAEE? 


要 回答 这 个 问题 可 不 容易 。20 世纪 50 年 代 未 ， 当 时 爱 因 斯 坦 工 的 助手 
一 一 数学 家 恩 斯 特 : 施 特 劳 斯 就 曾 提 出 过 镜 屋 问 题 ”。 但 直到 1969 年 ， 
维 克 多 :克利 * 才 发 表 了 “ 镜 屋 猜想 ”"。 两 个 等 待 解 答 的 问题 是 : 


! 无 论 有 没有 联系 ， 都 要 提 一 下 爱 因 斯 坦 。 







































































“ 维 克 多 .克利 也 提出 了 “美术 馆 定 理 ”， 它 确定 了 监控 一 个 美术 馆 需 要 多 少 摄像 头 。 如 果 美 术 馆 
是 一 个 N 边 形 ， 那 么 只 需要 NI3 个 摄像 头 就 足以 无 死角 地 监控 整个 美术 馆 。 




















。 所 有 多 边 形 镜 屋 都 能 从 房 里 任意 一 点 整个 照 之 吗 ? 
。 所 有 多 边 形 镜 屋 都 能 从 房 里 至 少 一 点 整个 照 腕 吗 ? 





令 人 虹 恢 的 是 ， 这 些 问题 还 没有 令 人 满意 的 解答 。 第 一 个 问题 依然 处 于 
猜想 阶段 ， 而 对 第 二 个 问题 的 回答 则 饱 受 批评 。 我 们 来 看 看 为 什么 。 
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最 早 为 镜 屋 问题 给 出 间接 解答 的 是 1958 年 12 月 25 日 发 表 在 《新 科学 
家 》 杂 志 上 的 一 篇 文章 。 彭 罗斯 父子 一 一 羔 昂 内 尔 : 彭 罗斯 3 和 罗 杰 . 彭 
罗斯 4 怕 大 家 在 圣诞 节 闲 得 没事 做 ， 便 提出 了 好 几 个 谜 题 。 其 中 一 个 问 
题 值得 我 们 注意 : 是 否 有 可 能 造 出 一 张 台球 桌 ， 有 A 和 B 两 个 区 域 ， 

从 A 区 域 击 出 的 球 永 远 不 可 能 到 达 B 区 域 (反之 亦 然 )? 这 个 台球 桌 
没有 洞 ， 而 且 没 有 摩擦 力 ， 不 会 影响 球 的 运动 轨迹 。 如 果 有 个 房间 和 这 
种 台球 桌 同 样 形状 ， 那 正好 是 施 特 劳 斯 第 一 个 镜 屋 问题 的 非 多 边 形 反 

例 ， 因 为 球 的 轨迹 可 视 为 光线 在 每 面 镜子 之 间 的 反射 光路 。 绢 罗斯 父子 
利用 一 种 几何 形状 一 一 椭圆 的 光学 性 质 回 答 了 这 个 问题 。 椭 圆 就 好 像 压 
扇 的 圆 ， 其 定义 为 到 两 个 定点 的 距离 之 和 为 常数 的 所 有 点 的 集合 ， 这 两 
个 定点 称 为 椭圆 的 焦点 。 椭 圆 形 台 球 桌 有 非常 特别 的 性 质 : 如 果 我 们 把 











球 放 在 一 个 焦点 上 ， 而 洞 在 为 一 个 焦点 ， 那 从 数学 上 说 ， 球 必 进 洞 无 疑 
(图 2.1) ;而 如 果 我 们 把 球 放 在 两 焦点 连 线 的 线段 上 ， 则 球 的 反弹 轨 


迹 必 定 与 此 线段 相交 。 正 因为 椭圆 有 这 样 的 性 质 ， 我 们 可 以 构建 出 “ 袁 
罗斯 台球 桌 ”( 图 2.2) 。 


3 莱 昂 内 尔 :- 绢 罗斯 在 成 为 数学 家 之 前 是 一 名 精神 病 医 生 ， 他 和 儿子 一 起 创造 了 许多 不 可 思议 的 
事物 ， 如 “ 萌 罗 斯 阶梯 ”， 即 看 似 首 尾 相连 的 阶梯 。 






































4 罗 杰 : 彭 罗斯 是 一 名 数学 家 ， 对 物理 学 也 有 突出 贡献 。1988 年 ， 他 因为 在 广义 相对 论 领域 做 出 
的 贡献 ， 与 斯 蒂 芬 霍金 共同 获得 沃 尔 夫 物理 学 奖 。 他 还 提出 了 * 非 周期 性 彭 罗 斯 密 铺 法 ”>， 这 
促使 了 几 年 后 准 蝇 体 的 发 现 。 因 此 ，2011 年 的 话 贝尔 化 学 奖 束 授予 了 准 晶体 的 发 现 者 谢 赫 特 
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图 2.1 椭圆 形 人 台球 桌 


如 果 球 从 一 个 焦点 紫色》 出发， 则 必然 经 过 另 一 个 焦点 。 如 果 球 在 两 焦点 连 线 线段 上 ， 则 球 
的 轨迹 必 与 此 线段 相交 。 





图 2.2 FMRE 
从 B 区 击 出 的 球 永远 不 可 能 达到 A 区 ， 反 之 亦 然 。 


椭圆 形 台 球 蜗 的 实际 情况 要 比 这 个 理想 的 数学 模型 复杂 得 多 ， 因 为 除了 
初始 运动 方向 ， 很 多 因素 都 会 影响 球 的 运动 轨迹 。 击 球速 度 和 球 杆 与 球 
的 碰 触 位 置 也 会 影响 球 的 反弹 角度 。 


1978 年 ， 杰 夫 里 : 劳 赫 发 表 了 文章 《有 界 域 的 照明 》 (Illumination of 
Bounded Domains) ， 优 化 了 绢 罗斯 父子 的 模型 ， 提 出 了 一 种 “迷你 高 尔 
夫 球场 ”模型 ， 要 一 定 杆 数 才 能 让 球 进 洞 〈 图 2.3) 。 有 此 形状 的 房子 就 
是 施 特 劳 斯 的 第 一 镜 屋 问题 的 非 多 边 形 反 例 ， 因 为 无 论 把 灯 放 在 哪里 ， 
都 会 有 照 不 到 的 区 域 。 








图 2.3 SERE XE RE AR RERA” FA 
高 尔 夫 球 不 可 能 借助 反弹 一 杆 进 洞 ， 至 少 需要 5 杆 才能 完成 ， 此 模型 可 以 推广 。 


萌 怎 么 说 ， 这 些 模 型 都 没 能 真正 解答 施 特 殉 斯 的 镜 屋 问题 ， 因 为 它们 
都 含有 椭圆 或 加 的 弧 ， 而 问题 里 说 的 是 多 边 形 。 


托 卡 尔 斯 基 黑 屋 


直到 1995 年 ， 镜 屋 猜 想 的 真正 反例 才 浮 出 水 面 。 让 多 边 形 的 镜 屋 中 有 
照 不 到 的 点 是 完全 可 能 的 ， 只 要 找到 特别 的 光源 点 。 
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图 2.4 托 卡 尔 斯 基 和 卡 斯 特 罗 的 黑 屋 模型 


如 果 在 点 A 点 燃 一 根 火柴 ， 点 了 依然 会 处 于 黑 瞳 之 中 ， 反 之 亦 然 。 观 察 一 下 光路 就 知道 ， 从 点 
A 出 发 的 光线 会 从 点 B 劳 边 通过 ， 但 永远 不 会 经 过 点 Bo 


加 拿 大 人 乔治 : 托 卡尔 斯 基 给 出 了 第 一 个 反例 。 这 是 一 个 26 边 形 ， 每 个 
角 都 是 45° 或 90"， 如 果 将 点 光源 放 在 一 个 特定 点 上 ， 那 么 整个 屋子 有 
一 个 点 肯定 照 不 到 (图 2.4) 。 这 个 模型 太 过 特殊 ， 因 为 只 要 移动 点 光 
源 分 毫 ， 整 个 屋子 都 会 被 照 亮 。 两 年 后 ，D. 卡 斯 特 罗 优化 了 这 一 模 
2 s 边 缩减 为 24 边 ， 其 他 性 质 不 变 。 直 到 今天 还 没有 出 现 边 数 更 
少 的 模型 。 


这 是 怎么 得 出 的 昵 ?” 为 了 理解 这 个 问题 ， 我 们 先 考 察 一 下 正方 形 镜 屋 

ABCD 中 会 有 怎样 的 光路 。 假 设 一 束 激 光 从 顶点 A 射出 ， 如 果 照 到 其 

他 任何 一 个 顶点 ， 必 会 原 路 反射 回来 ， 或 者 被 视 为 吸收 了 也 可 以 ， 反 正 
“影响 光路 。 如 果 光 线 射 到 正方 形 的 一 边 ， 那 就 会 发 生 反 射 ， 而 且 遵 循 
反射 定律 ， 即 反射 角 等 于 入 射 角 。 这 一 现象 也 可 以 解释 为 : 光线 射 到 正 
方形 的 一 边 后 ， 在 下 一 相同 正方 形 镜子 中 沿 直线 传播 。 如 果 把 正方 形 镜 
屋 复制 为 无 穷 多 的 方 格 ， 那 么 在 正方 形 内 折 来 折 去 的 光路 也 可 以 被 视 为 
无 穷 多 方 格 中 和 穿 过 的 一 条 直线 。 从 点 A 发 出 的 光 知 要 回 到 点 A， 或 者 

说 ， 这 条 光 辱 想 经 过 点 A 到 达 无 穷 多 复制 方 格 中 的 男 一 个 点 A， 则 必须 
至 少 一 次 经 过 B、C 和 D 三 顶点 之 一 (图 2.5) 。 





图 2.5 正方 形 ABCD 里 的 光路 图 


从 点 A 射出 的 光线 要 回 到 点 A， 必 须要 经 过 其 他 项 点。 如果 把 光路 视 为 无 穷 多 方 格 里 的 一 条 直 
线 ， 就 好 理解 多 了 。 


利用 这 种 性 质 ， 我 们 可 以 制造 一 个 无 法 全 部 照 亮 的 黑 屋 ， 方 法 是 将 正方 
JÉ ABCD 以 对 称 的 方式 重复 多 次 ， 让 所 有 顶点 B、C、D 都 处 于 房间 的 
角落 CBE 2.60 。 而 有 两 个 顶点 A 不 在 角落 。 这 样 一 来 ， 如 果 光 线 从 这 
两 个 点 A 中 的 一 点 出 发 ， 要 到 达 另 一 点 ， 必 须 经 过 其 他 顶点 至 少 一 

次 。 但 所 有 其 他 顶点 都 在 角落 里 ， 光 线 照 到 这 些 顶点 就 会 沿 原 路 反射 回 
去 ， 永 远 不 可 能 到 达 另 一 个 A 点 。 于 是 ， 我 们 构造 出 了 一 个 多 边 形 黑 
屋 ， 其 中 至 少 有 两 点 ， 从 这 两 点 出 发 的 光线 无 法 把 屋子 全 部 照 亮 。 














图 2.6 32 边 形 的 黑 屋 


这 座 黑 屋 以 正方 形 为 基础 构造 而 来 。 黑 屋 里 有 两 点 ， 从 这 两 点 出 发 的 光线 无 法 照 亮 整个 屋子 。 
从 蓝 色 点 A 出 发 的 光线 要 到 达 另 一 个 蓝 色 点 A'， 必 然 要 经 过 其 他 颜色 的 顶点 。 但 这 些 点 都 在 角 
沙 ， 照 到 它们 的 光线 只 会 反射 回 起 点 A. 


以 同样 的 方式 ， 我 们 可 以 构建 出 其 他 黑 屋 ， 让 其 中 无 法 照 亮 的 点 多 于 两 
ay 

不 仅 正 方形 可 以 用 来 构建 黑 屋 ， 一 些 特殊 的 三 角形 也 可 以 。26 边 形 或 
24 边 形 黑 屋 正 是 由 此 而 来 。 托 卡尔 斯 基 在 文章 中 还 提出 了 无 直角 多 边 
形 黑 屋 ， 用 内 角 为 9%9、72e 和 99° 的 三 角形 构造 而 成 。 












































图 2.7 无 直角 多 边 形 黑 屋 


总 之 ， 施 特区 斯 提出 的 问题 看 似 复 人 本， 却 引 出 了 出 人 意料 的 几何 图 形 。 
但 根本 问题 还 是 没有 得 到 解答 : 是 人 否 能 男 出 一 个 房间 ， 从 其 中 任意 一 点 
出 发 的 光线 都 无 法 把 整个 房间 照 亮 ? 是 否 能 找到 一 个 区 域 ， 而 不 是 一 个 
点 ， 从 该 区 域 无 法 把 整个 房间 都 照 之 ?3 多 边 形 “ 迷 你 高 尔 夫 球场 ”中 是 人 否 
存在 一 个 洞 ， 至 少 需 要 三 杆 才 能 把 球 打 进 去 ? 这 些 问题 看 似 不 可 能 解 

决 ， 但 人 们 一 下 等 得 者 某 位 数学 家 进行 深入 研究 。 数 学 爱好 者 们 加 油 ! 


x 米 米 








“看 着 都 挺 好 的 ， 这 套房 我 们 租 了 。 我 数 了 一 下 ， 连 阳台 上 的 一 
起 ， 一 共有 740 面 镜 子 。 假 如 我 们 搬家 的 时 候 打 破 5% 的 镜子 ， 按 
照 法 国人 的 说 法 ， 打 破 一 面 镜子 要 倒霉 7 年 的 话 ， 那 我 们 一 共 要 倒 
年 ， 平 均 每 人 129 年 堆 6 个 月 。 考 虑 到 房租 ， 性 价 比 还 真是 
很 高 呢 ! ” 





03 RE HEAD 


“终于 把 这 些 倒 每 的 镜子 都 弄 走 了 ! 墙 面 怎么 装修 呢 ? EE E 
纸 应 该 不 错 ， 我 在 家 居 市 场 看 到 一 种 花 型 特别 棒 ， 贴 起 来 一 定 很 漂 
亮 。 卫 生 间 的 墙 还 是 用 马赛 区 吧 ， 经 典 又 实用 。” 

“ 挺 好 的 ..……… 但 我 还 有 别 的 想法 ， 说 给 你 听 听 啊 .………” 


(Kock k 








瓷砖 可 不 能 随便 铺 ! 要 考虑 颜色 、 大 小 、 材 质 .……. 而 且 瓷砖 的 形状 绝对 
不 能 选 错 。 方 形 的 瓷砖 虽然 整齐 ， 但 太 死 板 了 ， 试 试 六 边 形 的 瓷砖 吧 ， 
铺 出 来 是 蜂窝 状 ， 或 者 用 第 15 种 可 密 铺 的 五 边 形 ， 看 起 来 非常 现代 ， 

这 是 2015 年 10 月 才 出 现 的 设计 。 


艺术 家 总 是 走 在 科学 家 前 面 。 早 在 《梦想 改造 家 》 这 类 电视 节目 出 现 前 
6000 多 年 ， 苏 美 尔 人 就 已 经 用 陶 厂 来 装饰 墙 面 了 ， 古 罗马 也 处 处 可 见 
石板 铺 成 的 地 面 ， 而 伊斯兰 艺术 更 用 马赛 克 充 分 体现 了 周期 密 铺 法 中 复 
杂 的 数学 原理 。 西 班 牙 格林 纳 达 的 阿尔 罕 布 拉 宫 始 建 于 12 世纪 。19 世 
纪 末 ， 俄 国 数学 家 叶 夫 格拉 夫 : 费 奥 多 罗 夫 仔细 考察 了 其 中 的 墙壁 和 地 
面 ， 共 找 出 了 17 种 密 铺 法 1。 


Vx 17 种 是 否 都 能 在 阿尔 罕 布 拉 宫 中 找 出 ， 数 学 界 还 有 争论 。 但 这 并 不 妨碍 我 们 把 费 多 罗 夫 分 
类 称 为 “阿尔 罕 布 拉 定 理 ”。 
































但 密 铺 问题 的 本 质 是 什么 呢 ? 所 谓 密 铺 法 ， 就 是 用 瓷砖 把 平面 严密 地 歼 
话 起 来 ， 不 留 颖 际 且 不 重合 。 有 一 类 密 铺 法 是 周期 性 的 ， 即 次 砖 间 有 平 
移 关 系 。 密 铺 法 有 无 穷 多 种 ， 数 学 家 试图 找 出 它们 的 异同 ， 从 而 了 解密 
铺 问题 的 本 质 ， 说 不 定 还 能 找到 新 的 密 铺 法 。 


最 多 17 种 墙纸 纹 














图 3.1 两 种 pmg 型 密 铺 法 
图 形 不 仅 在 平移 之 后 不 走样 ， 在 做 轴 对 称 〈 如 果 所 有 对 称 轴 都 平行 ) 或 中 心 对 称 之 后 也 保持 不 














变 ， 甚 至 在 滑动 对 称 〈 平 移 之 后 再 进行 轴 对 称 ) 变换 之 后 ， 还 能 保持 效果 。 


区 分 两 种 不 同 的 密 铺 法 是 个 棘手 的 问题 ， 最 主要 的 办 法 束 是 看 对 称 关 
系 。 所 谓 对 称 关系 ， 束 是 让 总 体 不 变 的 变换 。 以 图 3.1 中 的 两 个 图 案 为 
例 ， 第 一 个 由 止 六 边 形 “组 成 ， 形 成 箭头 和 “之 ”字形 ， 而 第 二 个 由 四 边 
形 组 成 。 

? 沿 多 边 形 的 任意 一 边 作 延 长 线 ， 如 果 多 边 形 的 其 他 各 边 都 在 此 延长 线 同 侧 ， 则 此 多 边 形 称 为 


凸 多 边 形 ， 如 果 有 至 少 一 条 边 的 延长 线 使 得 其 他 各 边 不 在 同 侧 ， 则 称 为 凸 多 边 形 。 第 一 个 图 形 
中 的 六 边 形 是 个 很 好 的 凹 多 边 形 的 例子 ， 因 为 它 有 一 边 就 是 <“ 凹 ” 进 去 的 。 











乍 看 之 下 ， 这 两 个 图 案 没有 什么 共同 点 ， 只 是 看 着 都 让 人 觉得 有 种 波动 
感 。 其 实 ， 这 种 感觉 恰恰 反映 了 这 两 个 图 案 的 共性 ， 它 们 都 是 pmg 型 
密 铺 法 。 如 果 我 们 仔细 观察 ， 就 能 找到 许多 平行 的 对 称 轴 : 在 第 一 个 图 
案 中 ， 对 称 轴 就 是 穿 过 蓝 色 箭头 的 黑 线 ; 在 第 二 个 图 形 中 ， 对 称 轴 是 几 
平水 平 的 直线 。 但 事实 上 ， 这 两 个 图 案 还 有 许多 对 称 点 : 如 果 把 第 一 个 
图 形 绕 “ 之 ” 字 型 的 中 心 旋转 180*， 还 是 会 得 到 一 样 的 图 形 ， 而 第 二 个 图 
形 的 对 称 点 是 平行 线 间 线段 的 中 点 。 人 们 按照 不 同 的 对 称 关 系 组 合 给 密 
铺 法 分 类 ， 有 些 图 案 是 轴 对 称 ， 有 些 是 点 对 称 ， 有 些 是 围绕 一 点 旋转 
180°*、90? 或 60° 而 成 。 仔 细 研 究 过 所 有 的 对 称 组 合 之 后 ， 我 们 发 现 归 结 
起 来 只 有 17 类 【图 3.2) ， 类 型 的 名 称 看 似 比 较 费 解 ， 如 pl. p2. 
p3、pmg、pgg、p4、p3ml， 等 等 。 这 是 晶体 学 的 标准 化 命名 法 ， 此 处 
不 再 袭 述 。 一 种 密 铺 法 中 所 有 的 对 称 关 系 合 起 来 称 为 “平面 晶体 群 ??， 





俗称 “墙纸 群 "， 每 个 群 代表 一 种 不 同 的 类 型 。“ 
| 群 是 数学 中 一 个 很 重要 的 概念 ， 是 研究 几何 图 形 广义 对 称 最 合适 的 代数 形式 ， 这 里 不 细 述 。 


的 细节 内 容 感 兴趣 ， 请 参阅 维基 百科 Wallpaper group 词 条 。 一 一 编 
注 
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图 3.2 17 种 墙纸 纹样 群 ， 或 者 说 是 17 MCI m 
每 个 群 对 应 周期 密 铺 法 中 的 一 组 对 称 关 系 。 图 中 的 对 称 轴 以 黑色 实 线 表 示 ， 平 移 再 轴 对 称 的 对 


水 轴 以 虚线 表示 。 如 果 是 围绕 一 点 旋转 而 成 ， 则 旋转 60?、90°*、120°* 和 180° 的 点 分 别 用 绿色 、 
蓝 色 、 红 色 和 黄色 表示 ， 由 此 可 知 绿色 、 蓝 色 和 黄色 的 点 也 是 对 称 点 。 


当 数 学 家 看 到 一 种 周期 性 的 图 案 ， 他 的 第 一 反应 是 把 对 称 关 系 找 出 来 ， 
比如 看 到 国际 象棋 的 棋盘 ， 他 会 把 四 个 方 同 的 对 称 轴 找 出 来 ， 再 把 对 称 
点 和 90° 旋 转 点 找 出 来 。 只 有 p4m 类 型 包含 了 所 有 的 对 称 关 系 。 你 在 装 
修 卫 生 间 的 时 候 可 干 万 别 选 这 种 密 铺 法 ， 样 子 太 普通 了 。 不 过 还 有 那么 
多 类 型 ， 挑 选 起 来 可 真 犯难 。 


15 种 可 密 铺 五 边 形 


数学 家 经 过 很 长 时 间 才 意识 到 ， 有 意思 的 不 仅 是 对 称 关 系 。 如 今 ， 他 们 
发 现 用 来 铺 出 图 采 的 瓦 片 或 砖 块 更 值得 研究 ， 因 为 密 铺 单元 的 问题 更 复 
杂 。 那 么 ， 到 底 用 几 边 形 可 以 密 铺 平面 呢 ? 


想 要 完美 地 回答 这 个 问题 ， 悉 怕 写 几 本 书 都 不 够 。 我 们 不 如 先 来 看 看 最 
基本 的 问题 : 用 哪 种 凸 多 边 形 可 以 规则 地 密 铺 平面 呢 ? 当然 ， 必 须 假 设 
这 些 多 边 形 完全 相同 且 互 不 交合 。 


首先 ， 我 们 可 以 试 试 正 多 边 形 ， 即 所 有 内 角 相 等 、 所 有 边 也 相等 的 多 边 
形 。 不 难看 出 ， 等 边 三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 都 可 以 密 铺 平面 。 但 正 































































































五 边 形 不 行 ， 因 为 它 的 内 角 是 108"， 这 样 一 来 ， 当 3 个 正 五 边 形 相 拼 
时 ， 内 角 和 达 不 到 360"， 而 4 个 正 五 边 形 相 拼 时 ， 内 角 和 又 会 超过 
360"。 同 理 可 得 ， 正 七 边 形 或 者 边 数 更 多 的 正 多 边 形 都 行 不 通 
我 们 再 来 看 看 非 正 多 边 形 的 情况 。 首 先是 三 角形 : 两 个 全 等 三 角形 以 等 
边 相 拼 ， 束 得 到 一 个 平行 四 边 形 ; 所 有 的 平行 四 边 形 都 可 以 密 铺 平面 ， 
所 以 三 角形 也 可 以 密 铺 平面 。 三 角形 的 移 夸 没什么 稀奇 的 。 那 四 边 形 
WE? 我 们 知道 正方 形 、 萄 形 ， 或 者 更 广义 地 说 ， 平 行 四 边 形 可 以 密 铺 平 
面 。 实 际 上 ， 任 意 四 边 形 都 可 以 密 铺 平面 ， 无 论 止 目 《〈 图 3.3) 。 


z : 


s SR "di 


图 3.3 任意 四 边 形 部 可 以 密 铺 平面 
两 个 相同 的 四 边 形 可 沿 等 边 相 拼 ， 一 直 重 复 这 一 操作 ， 就 可 以 密 铺 平面 。 


凸 六 边 形 就 有 点 意思 了 。 不 是 所 有 的 凸 六 边 形 都 能 密 铺 平面 ， 只 有 3 种 
可 以 : 第 一 种 ， 有 一 组 对 边 平行 且 相 等 ， 第 二 种 ， 有 两 组 等 边 ， 且 有 三 
个 内 角 和 为 360"; 第 三 种 ， 三 组 邻 边 相等 ， 且 其 夹 角 之 和 为 360°* (图 
3.4) 。 不 符合 以 上 条 件 的 凸 六 边 形 无 法 密 铺 平面 。 这 一 类 解决 了 ， 但 
复杂 的 事情 还 在 后 面 。 


























图 3.4 三 种 可 密 铺 六 边 形 


我 们 再 来 看 看 凸 七 边 形 ， 很 快 融会 发 现 不 可 能 密 铺 。1978 年 ， 伊 万 : 尼 
文 就 已 经 证 明 ， 串 七 边 形 或 更 多 边 形 不 可 能 密 铺 平面 。 想 要 次 砖 铺 得 有 
独特 性 ， 唯 一 的 希望 就 是 五 边 形 了 ， 这 也 是 最 复杂 的 问题 


最 古老 的 可 密 铺 凸 五 边 形 应 该 是 “开罗 砖 *"， 即 内 角 为 1209. 909, 
120?、90°*、120° 的 五 边 形 (图 3.5) 。 这 种 砖 名 副 其 实 ， 因 为 在 埃及 首 
都 开罗 的 地 面 上 真 的 能 看 见 它 的 身影 。4 个 这 样 的 五 边 形 可 以 组 成 一 个 
六 边 形 ， 然 后 再 通过 平移 就 可 以 密 铺 平面 。 





图 3.5 开罗 密 铺 法 

用 4 片 开 罗 砖 (左上 ) 组 成 一 个 六 边 形 Ch b) 就 能 密 铺 平面 (下 ) 。 

那么 问题 来 了 ， 哪 些 凸 五 边 形 可 以 密 铺 平 面 ? 实际 上 ， 符 合 情 况 的 五 边 
形 有 无 穷 多 。 比 如 ， 只 要 五 边 形 有 两 边 平行 ， 就 可 以 密 铺 平面 。 既 
然 “ 合 格 者 ”> 有 无 穷 多 ， 那 么 一 一 列举 就 不 现实 了 。 让 我 们 分 类 来 说 。 有 
两 边 平 行 的 五 边 形 算 作 第 一 种 。 

要 注意 的 是 ， 可 密 铺 五 边 形 的 分 类 与 对 称 组 合并 无 直接 联系 。 先 选择 一 
种 可 密 铺 五 边 形 ( 密 铺 单元 ) ， 再 选择 一 种 对 称 组 合 ， 才 能 决定 密 铺 的 
方法 。 但 是 ， 有 些 组 合 在 实际 中 无 法 实现 。 


以 下 这 些 图 案 中 的 五 边 形 都 属于 第 一 种 可 密 铺 的 五 边 形 ， 却 能 实现 8 种 











不 同 对 称 关 系 组 合 〈 图 3.60 ， 可 见 两 者 之 间 没 有 决定 关系 。 


图 3.6 同 是 第 一 种 可 密 铺 五 边 形 ， 即 有 两 边 平行 的 五 边 形 ， 组 合 出 的 
窗 铺 形式 却 不 同 ， 对 称 关 系 组 合 包 括 cm、p3、pgg 和 p6 


50 年 来 ， 到 底 有 几 种 可 密 铺 五 边 形 的 问题 一 直 悬 而 未 决 。 德 国 数学 家 
卡尔 : 莱 因 哈 特 曾 给 出 5 种， 大 家 都 以 为 这 就 是 全 部 了 。 但 1968 年 ， 美 
国 数 学 家 理 查 德 : 克 什 纳 又 找到 了 3 种 新 的 可 密 铺 五 边 形 〈 第 6、7、8 
TR) 。 而 且 他 认为 只 有 8 种， 没有 更 多 了 ! 但 克 什 纳 并 没有 给 出 严格 证 
明 。 1975 年 ， 马丁 :加 德 纳 在 《科学 美国 人 》 杂 志 的 专栏 中 介绍 了 克 什 
纳 的 发 现 。 一 位 加 州 的 程序 员 理 查 德 :詹姆斯 受 此 文 局 发 ， IRET 
种 可 密 SM 现 称 为 第 10 种 5。 但 詹姆斯 没有 尝试 证 明 不 存在 其 他 
可 能 






































3 你 没 看 错 ， 第 9 个 被 发 现 的 五 边 形 却 被 称 为 第 10 种 。 这 主要 是 因为 此 后 发 现 的 另 一 种 类 型 与 
第 8 种 十 分 类 似 ， 就 被 算 作 第 9 种 了 。 











1977 年 ， 加 德 纳 又 发 表 了 一 篇 文章 ， 介 绍 了 詹姆斯 的 发 现 。 这 篇 文章 
被 一 位 叫 作 玛 乔 丽 : 赖 斯 的 家 庭 主妇 看 到 了 。 玛 乔 丽 未 受过 任何 专业 数 
学 训练 ， 却 找 出 了 4 种 新 的 可 密 铺 五 边 形 。 这 真是 数学 爱好 者 的 胜利 ! 


1985 年 ， 德 国 数学 家 多 和 尔 夫 . 施 泰 因 发 现 了 第 14 种 可 密 铺 五 边 形 ， 并 证 
明了 有 且 仅 有 14 种 。 但 几 年 之 后 ， 人 们 发 现 他 的 论证 有 漏 调 。 


2015 年 夏天 ， 三 位 美国 数学 家 山西 ' 受 、 珍 妮 弗 :麦克 洛 德 - SMRKE A 
德 画 用 计算 机 枚 举 法 找到 了 第 15 种 可 密 铺 五 边 形 。 这 太 出 人 意料 了 ， 
因为 大 家 都 已 默认 最 多 只 有 14 种 可 密 铺 五 边 形 ， 尽 管 没 有 证 明 。 


迄今 为 上 ， 人 们 共 找 到 15 种 可 密 铺 五 边 形 (图 3.7) ， 没 有 人 敢 断 言 还 
有 没有 其 他 的 可 能 。 一 个 五 边 形 可 以 同时 属于 两 种 类 型 的 可 密 铺 五 边 
形 ， 比 如 开罗 砖 就 同时 属于 第 2 种 和 第 4 种 。 








第 2 种 : 
CD=EA 和 C+E=180° 


第 5 种 : A = 120° 


第 4 种 : A - C = 90? 
C=60°,AB=AE 和 CB=CD 


和 AB=AE 和 CB=CD 


a 
生机 


2B«C-D «2E - 360? 
# AB = BC = CD = DE 





第 3 种 : A-C-D-120 , 
AB=AE 和 CD=CB+DE 


第 6 种 :B+E= 180° ,C=2E, 
AB=BC=CD 和 EA=ED 


2A+C=D+2E=360° 
和 AB=BC=CD=DE 





第 10 种 : A = 90^, 第 11 种 : A = 90?， 第 12 种 : A = 90^, 
B + E = 180° , B+2 C = 360° 2 B +C = 360°, C + E = 180° 2 B +C = 360° , C + E = 180° 
fh AB = AE = BC + DE #1 DC = DE = BC + 2 EA $8 CD = BC + DE = 2 EA 


S EE 


第 13 种 : A = C = 90°, :A=90°, 第 15 种 : A = 150^, B = 60^, 
2 B + D = 360° Tm pM C « E - 180? C=135°,D= 105°, E =90° 
#1 CB = CD = 1/2 DE $a DC = DE = 2 BC = 2 AE $n EA = ED = BC = 1/2 AB 


p 
CAE -— 
KIK 


图 3.7 15 种 可 密 铺 五 边 形 


今天 ， 密 铺 法 依然 是 许多 数学 问题 的 研究 对 象 。 虽 然 周 期 性 密 铺 的 分 类 
己 经 基本 航 掌 握 ， 但 还 有 许多 问题 沿 竺 解决 。 非 周期 性 密 铺 ， 即 密 铺 单 
元 不 按 一 定 规律 重复 的 密 铺 ， 也 有 许多 发 现 ， 如 1970 FEKA Hr 
密 铺 (图 3.8) 。 以 上 这 些 密 铺 都 是 在 二 维 平面 上 进行 的 ， 但 我 们 也 可 
以 把 问题 扩展 到 三 维 空间 ， 这 时 就 不 止 17 种 对 称 组 合 了 ， 而 是 有 230 
种 之 多 。 豆 欢 抽象 思维 的 人 甚至 可 以 推广 到 更 多 维 空间 。 

















图 3.8 有 尺 罗 斯 非 周 期 性 密 铺 


其 基本 单元 为 萎 形 ， 大 萎 形 的 内 角 为 72*: 和 108°*， 小 菱形 的 内 角 为 3691 1449. 








密 铺 问题 本 来 只 是 数学 家 的 小 娱乐 ， 但 数学 就 是 这 样 ， 只 要 假 以 时 日 ， 
就 会 在 其 他 学 科 中 找到 用 武之 地 。 蝇 体 学 ， 即 从 原子 层面 研究 晶体 结构 
的 科学 ， 就 用 到 了 三 维 密 铺 法 来 研究 原子 的 排列 方式 ， 而 某 些 非 周期 性 
密 铺 则 为 准 唱 体 研究 提供 了 优秀 的 模型 。 

然而 最 重要 的 是 ， 人 人 都 可 以 铺 出 与 众 不 同 的 卫生 间 啦 ! 


x k k 








“我 觉得 还 是 用 第 14 种 可 密 铺 五 边 形 的 瓷砖 吧 。 很 有 设计 感 ， 看 着 
又 现代 ， 有 个 性 ， 用 在 卫生 间 真 是 完美 。 你 知道 哪里 有 卖 吗 ? ” 


“ 呢 .….... 其 实 束 用 长 方形 的 交 砖 也 不 错 .….…..” 





EK LA HFE ux 
04 EIET SNIKE 
“ 末 爱 的 ， 氢 萨 到 了 ， 快 来 吃 吧 ， 等 会 儿 凉 了 就 不 好 吃 了 。 不 用 拿 
XT. BUT!" 
“向 ， 太 好 了 ， 我 们 平分 吗 ? 我 一 半 你 一 半 ? ” 
“我 也 想 啊 ， 但 有 个 问题 .….…” 








x k k 


今天 晚上 ， 你 和 爱人 决定 点 个 外 卖 披 了 虹 ， 在 家 看 一 通 消 的 电视 剧 。 你 们 
惊奇 地 发 现 : 第 一 ， 在 《 废 柴 联盟 》 里 ， 阿 拜 德 在 平行 时 空 有 个 收 亚 的 
DA: Sho — RUBORE Y ENIRI RD ZRGBUIS NA 

IBN, PEIA PER TM ARN - RES AERE 
t, EAE Be en BOIS DARL EU. 


1 高 斯 一 旺 策 尔 定理 是 平面 几何 的 一 条 定理 ， 阐 述 了 尺 规 作 图 等 分 圆周 的 充 要 条 件 。 根 据 此 定 
理 ， 仅 用 尺 规 ， 圆 周 可 以 2、3、4、5、6 等 分 ， 无 法 7 或 9 等 分 。 





















































这 时 ， 如 何 把 一 块 块 的 披萨 平分 给 两 个 人 呢 ? 难 点 在 于 ， 每 块 披 孟 有 大 
有 小 ， 要 不 然 也 不 会 这 么 麻烦 。 


幸好 ， 有 个 定理 专门 针对 这 个 问题 ! 实际 上 不 止 一 个 定理 。 纵 观 历史 ， 
数学 家 们 吃 着 披 陡 找到 了 为 数 众 多 的 方法 。 


1967 年 5 月 号 的 《数学 杂志 》 上 刊登 了 一 道 题 : IDEM UI A SAU 8 
be np m o cu c 
E 合适 ! 


罗 .德尔 曼 证 明 ， 并 不 是 永远 都 可 以 等 分 披萨 。 


奶酪 拔 院 定理 


我 们 来 仔细 研究 一 下 这 定理 的 内 容 。 首 先 ， dcm 
WEA, RIT NJ, $$—27J8E23 ECZRUISU HATA, T 78H 2N 























块 。 再 假设 所 有 切割 线 的 夹 角 相 等 ， 为 360"/2N， 且 切割 线 不 一 定 经 过 
圆心 。 我 们 在 圆心 放 一 颗 至 梅 做 标记 《 即 图 4.1 中 的 绿 点 ) 。 
分 披 院 时 ， 两 人 各 拿 总 块 数 的 12。 有 青梅 的 那 块 比 别 的 都 大 ， 为 了 叙 
述 方 便 ， 拿 到 有 青梅 这 块 的 人 就 称 作 “青梅 "， 男 一 个 叫 作 “竹马 ”。 这 时 
马 布 里 和 德尔 曼 的 奶酪 披 荚 定理 可 如 下 表述 。 


e 如 果 至 少 有 一 条 切割 线 经 过 圆心 ， 青 梅 和 竹马 总 可 以 分 到 等 量 的 披 
辫 。 下 面 我 们 不 考虑 这 种 情况 。 


e 如 果 N =0,，N = 1 或 N= 2， 则 青梅 分 到 的 披萨 多 。 
e 如 果 N > 4 且 为 偶数 (N-4, 6, 8, 10, 42, ... ， 则 披萨 可 以 等 
2s 


如 果 N 是 奇数 且 可 以 写成 N= Ak + 3 的 形式 (ON 3, 7, 11, 15 
...) ， 则 青梅 分 到 的 披萨 多 。 


如 果 N> 5， 且 为 奇数 ， 且 可 以 写成 N= 4k+ 1 的 形式 CN=5，9， 
13，17，...) ， 则 竹马 分 到 的 披萨 多 。 





N=4 


图 4.1 DREIE ES 























根据 定理 ， 一 块 披萨 按 上 述 假设 切 成 大 小 不 一 的 2N 块 ， 然 后 在 两 人 之 间 分 ， 且 两 人 拿 的 块 数 
一 样 多 。 




















(a) N=0,1,2 有 N=3,7,11,..., Ak- 3 时 ， 拿 到 圆心 那 块 的 人 分 到 的 多 。 





(D) N= 5, 9, 13,...，4k+ 1 时， 拿 到 圆心 那 块 的 人 分 到 的 少 。 





(c) 在 其 他 情况 下 ， 即 N 为 大 于 等 于 4 的 偶数 时 ， 披 萨 可 以 等 分 。 


只 表述 当然 不 够 ， 还 需要 证 明 ! 这 就 有 点 复杂 了 ， 对 于 有 些 W 值 ， 证 明 
并 不 简单 。 


N=0 时 ， 氢 械 一 刀 未 切 ， 全 归 青 梅 一 人 。N=1I 时 ， 披 工 只 切 了 一 刀 ， 
分 成 两 块 ， 切 的 这 一 刀 不 经 过 圆心 ， 所 以 还 是 青梅 拿 的 比较 多 。 这 两 种 
情况 下 ， 还 是 找 披 萨 店 退 钱 吧 ， 这 切 得 也 太 差 劲 了 。 


N= 2 时， 问题 依然 简单 ， 但 值得 玩味 。 这 时 披 桩 被 切 成 4 块 ， 育 梅 和 
竹马 各 分 得 2 块 ， 依 然 是 青梅 分 到 的 比较 多 。 多 出 多 少 呢 ?让 我 们 来 量 
化 一 下 。 如 图 4.2 所 示 ， 以 圆心 、 切 割 线 交 点 、 切 割 线 作 一 个 长 方形 

(阴影 部 分 ) ， 青 梅 多 得 的 部 分 是 此 长 方形 的 4 倍 。 力 外 ， 此 时 青梅 和 
竹马 分 得 的 饼 边 一 样 多 。 


仔细 研究 下 图 4.2， 不 难得 出 证 明 。 
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* 





图 4.2 证 明 : 青梅 一 竹马 = 4 个 阴影 长 方形 


为 了 计算 青梅 多 得 了 多 少 ， 我 们 在 披萨 上 再 切 几 刀 ， 让 中 间 出 现 4 个 面 
积 相 等 的 小 长 方形 ， 这 些 都 属于 至 梅 分 得 的 部 分 ， 另 外 12 块 则 为 两 人 
均等 。 可 见 ， 青 梅 多 得 的 部 分 即 4 个 小 长 方形 。 


专业 切 披 院 40 年 


在 得 出 奶酪 披萨 定 理 以 前 ， 切 披萨 问题 从 20 世纪 60 年 代 提 出 ， 到 
2000 年 左右 得 以 解决 ， 走 过 了 漫长 的 路 程 。 


第 一 个 被 考虑 的 情况 是 : 披萨 切 成 不 等 的 8 块 ， 每 块 都 是 45°*。 在 此 情 
况 下 ， 拿 到 圆心 那 块 不 会 有 任何 优势 。1967 F, L.J. 厄 普 顿 在 《数学 
杂志 》 上 提出 了 这 个 问题 ， 但 并 未 以 披萨 的 形式 出 现 。1968 4E, 33 v 
尔 : 戈 德 堡 在 同一 本 杂志 上 给 出 了 解答 ， 但 他 的 证 明 缺 乏 美感 ， 只 是 用 
人 计算 证 明 法 可 以 推广 到 N 为 任意 偶数 
J 情况 。 


1994 年 ，《 数 学 杂志 》 刊 登 了 一 种 更 巧妙 的 证 明 。 拉 里 :卡特 和 斯 坦 : 瓦 
页 以 拼图 的 形式 证 明 ， 青 梅 和 竹马 拿 到 的 一 样 多 (图 4.3) 。 目 1968 年 














起 ， 披 萨 问 题 就 没 人 研究 了 。 二 人 也 想 借 此 抛 出 问题 ， 请 读者 们 研究 一 
下 切 成 6 块 会 怎样 (N= 3) 。 也 正 是 从 他 们 用 披 陛 来 表述 圆 盘 切 分 面 
积 开始 ， 这 个 问题 才 广 为 人 知 。 





图 4.3 此 图 不 言 目 明 : 如 果 披 酝 补 切 成 8 块 ， 两 人 分 得 同样 多 的 块 
数 ， 则 分 到 的 披萨 也 一 样 多 ， 各 得 一 半 


当 卡 特 和 瓦 贡 公布 N= 4 的 证 明 时 ，N 为 奇数 时 会 是 什么 情况 还 不 能 确 
定 。 此 后 ， 人 们 也 只 证 明了 N 为 奇数 时 两 人 拿 到 的 披萨 不 等 。 但 究竟 谁 
多 谁 少 ， 还 没 能 找到 规律 。 唐 : 科 相 史密斯 用 反 证 法 给 出 了 证 明 : N 为 
奇数 时 ， 如 果 两 人 能 分 到 等 量 的 披萨 ， 则 与 圆周 率 n 的 性 质 相 悖 “。 

? 科 柏 史密斯 证 明 这 与 7 的 超越 性 相悖。r 这 类 数 被 称 为 超越 数 ， 不 能 通过 解 方程 获得 。1882 


年 ， 林 德 曼 就 已 经 证 明了 n 的 超越 性 无 可 置疑 。 相 反 ，V 2 不 是 超越 数 ， 而 是 代数 数 ， 因 为 它 
是 方程 六 = 2 的 一 个 解 。 黄 金 比例 V 也 不 是 超越 数 ， 因 为 它 是 方程 x 二 x+1 的 一 个 解 。 


受到 卡特 和 瓦 页 的 启发， 里 死 : 马 布 里 和 保罗 :德尔 曼 也 决定 研究 一 下 这 
个 问题 ， 而 他 们 要 解决 的 主要 是 N 为 任意 奇数 的 情况 。 经 过 11 年 的 外 
研 ，2009 年 他 们 终于 发 表 了 文章 《奶酪 和 人 饼 边 :披萨 猜想 的 证 明 及 其 
他 美味 的 结论 》， 讨 论 了 所 有 剩余 的 情况 ， 彻 底 解决 了 披 院 问 题 。 其 证 
明 方 法 既 用 到 了 几何 又 用 到 了 代数 ， 但 比 N 为 偶数 时 的 证 明 复 杂 得 多 。 
这 篇 文章 引起 了 广泛 关注 ， 因 为 这 两 位 数学 家 十 分 幽默 地 将 其 结论 命名 
为 “奶酪 披 陈 定理 ”还 有 " 披 陀 双 积 引 理 ”! 


饼 边 和 卡拉 伍 内 披 院 


马 布 里 和 德尔 曼 没 有 见 好 就 收 。 不 仅 披 酝 上 的 馅 料 ， 酥 脆 好 吃 的 饼 边 也 
要 平分 啊 ! 为 了 解决 饼 边 问题 ， 他 们 又 提出 了 “ 饼 边 定理 ”。 


拔 萨 被 想象 成 两 个 同心 圆 ， 里 面 的 圆 代 表 馅 料 ， 外 面 的 圆 代表 饼 边 ， 氢 
ELERU T N 刀 ， 从 而 分 为 2N 块 ， 同 样 在 青梅 和 竹马 之 间 分 ， 而 且 
两 人 拿 的 块 数 一 样 多 。 


此 时 仍然 要 根据 N 的 取 值 分 类 讨论 : 如 果 N>4 了 且 为 偶数 ， 那 么 馅 料 和 
人 饼 边 都 能 等 分 ， 如 果 为 奇数 ， 则 不 可 能 等 分 。 在 后 一 种 情况 中 ， 如 果 
N=4k+3 (N=3，7，11，15，...) ， 青 梅 可 以 分 得 更 多 的 馅 料 ， 但 饼 
5b; 如果 N=4k+1 (CN=5，9，13，17，...) ， 则 情况 正好 相 
反 。 


马 布 里 和 德尔 受 还 进一步 研究 了 犹如 鞋子 形状 的 卡拉 佐 内 披萨 怎么 分 比 
较 好 。 他 们 把 卡拉 佐 内 披 隘 作为 三 维 披 陡 来 处 理 ， 也 就 是 说 ， 圆 盘 上 还 
有 一 个 中 心 对 称 的 面 。 这 种 包 馅 儿 的 披 陡 填 满 了 奶 酷 之 类 的 高 热量 食 

物 ， 所 以 也 要 平分 才 行 。 我 们 还 是 假设 切 了 N 刀 ， 而 且 都 不 经 过 圆心 ， 
分 披萨 的 两 人 拿 的 块 数 一 样 多 。 当 N 为 偶数 时 ， 总 可 以 平分 。 当 NN 为 

大 于 3 的 奇数 时 ， 情 况 残 有 些 出 人 意料 了 (图 4.4) 。 


e 如 果 是 圆锥 形 ， 情 况 与 普通 披萨 完全 相同 。 比 如 ，N = 5 时 ， 拿 到 
圆心 那 块 的 人 分 得 的 较 少 。 


。 如 果 是 圆 形 或 椭圆 形 ， 则 无 论 切 成 几 块 ， 总 可 以 等 分 。 


e 如 果 是 抛物 线形 ， 情 况 与 普通 披萨 完全 相反 。 比 如 ，N= 5 时 ， 拿 
到 圆心 那 块 的 人 分 得 的 较 多 。 




















图 4.4 卡拉 佐 内 披萨 切 5 刀 ， 共 10 块 的 分 法 


根据 披萨 形状 不 同 ， 拿 到 圆心 所 在 那 块 披萨 的 人 在 (a) 情况 下 分 得 的 多 ，(b) 情况 下 分 得 的 少 ， 
而 在 (c) 情况 下 ， 两 人 分 得 的 一 样 多 。 


数学 家 研究 这 些 问题 当然 不 是 为 了 改善 披萨 师傅 的 工作 环境 ， 这 些 都 是 
几何 学 和 组 合 分 析 的 基础 研究 结果 。 而 且 谁 也 不 知道 ， 这 些 结论 以 后 会 
不 会 应 用 于 别 的 学 科 。 这 一 天 来 临 之 前 ， 要 不 你 再 来 点 披萨 ? 


x kK 米 


“我 看 看 啊 ， 披 萨 切 成 了 10 块 ， 也 就 是 说 切 了 5 刀 。 如 果 我 让 你 拿 
A 那 你 拿 的 就 比较 多 。 拿 吧 ， 是 你 付 的 钱 ， 那 你 多 吃 
! » 





“是 不 是 真 的 啊 ? 不 会 是 骗 我 的 吧 ? ” 





“怎么 可 能 骗 你 ? 我 绝对 不 会 拿 数 学 对 付 你 的 .….….” 


05 AP AaHEE.S. STAR 
ME EP] CECI 


"M, MAFFE, MRE. " 
“ 没 问 题 ， 我 马上 ......” 
“我 不 是 很 俄 ， 给 我 最 小 的 那 块 吧 。” 


ee 
“ 哦 ， 对 了 ， 小 珍 不 吃 草 每 ， 她 那 块 不 要 有 草 每 啊 。” 
ipo Tm 


“还 有 ， 小 周 对 履 倪 子 过 敏 。” 


“还 有 ， 小 莉 不 爱 吃 巧克力 .……. 


x kK k 


EEES AEI S . UERN EEA SU ARKAE. WRH 
JLT AIR JE EAR be I E EEES LRD, BSIK 
肯定 会 抱怨 : PRE BE, 这 不 算 啊 ! “不 公平 啊 ， 她 那 块 巧 殉 
力 比 我 这 块 多 。”“ 我 这 块 怎么 都 是 草 每 啊 ?” 我 不 吃 草 每 ! ” 


你 还 是 承认 了 吧 ， 这 香料 切 得 太 随 意 了 ， 没 有 考虑 到 每 个 人 的 不 同 要 
求 ! 为 了 让 大 家 者 满意， 不 管 是 切 捍 糕 ， 还 是 切 披萨 、 干 层 饼 、 巧 死 
力 .…… 不 能 一 个 人 说 了 算 。 那 该 怎么 办 呢 ? 这 个 问题 在 20 世纪 50 年 代 
就 开始 讨论 了 ， II E AT CU BE fe sa 
只 是 几何 问题 ， ^T SR 题 见 


拿 到 自 已 认为 最 好 的 那天 




















假设 有 六 个 客人 来 分 这 块 重 糕 ， 我 们 将 他 们 从 1 到 六 编号 ， 记 为 客 1. 
客 2，.…， 客 N。 每 个 人 想 要 的 不 一 样 : 巧克力 多 的 那 块 对 客 1 来 说 可 
能 没什么 价值 ， 因 为 他 不 豆 欢 巧克力 ， 但 对 客 2 来 说 就 很 好 ， 因 为 他 喜 
欢 巧 克 力 。 每 个 人 都 能 选 出 自己 觉得 最 好 的 那 志 ， 而 且 ， 每 个 人 也 都 能 
JU SERA) BEI CABOS GER. 


假设 每 个 人 都 按 "自己 的 价值 观 "给 每 块 蛋糕 从 0 到 1 评分 ， 比 如 一 块 什 
么 也 没有 的 蛋糕 分 数 为 0， 整个 蛋糕 分 数 为 1。 如 果 评分 为 05， 则 意味 
着 这 块 蛋糕 的 价值 为 总 体 的 一 半 ， 而 不 是 分 量 为 总 体 的 一 半 。 评 分 可 以 
相 加 ， 比 如 两 块 评分 为 0.21 的 蛋糕 加 在 一 起 ， 就 成 为 一 块 评分 为 0.42 
的 蛋糕 。 每 个 人 的 评分 标准 不 一 样 ， 有 人 喜欢 荔枝 ， 有 人 不 喜欢 ， 那 么 
对 喜欢 的 人 来 说 ， 荔 枝 越 多 评分 越 高 ， 而 对 不 喜欢 的 人 来 说 ， 则 是 荔枝 
越 少 评分 越 高 。 


按 各 自 标 准 ， 每 个 客人 拿 到 的 那 块 蛋糕 至 少 应 是 WIN， 即 “可 接受 ”的 结 
果 ， 这 样 才能 算 公 平 。 我 们 假设 大 家 不 清楚 彼此 的 喜好 ， 只 想 自 己 那 块 
和 蛋糕 的 价值 尽量 高 。 毕 竟 ， 这 只 是 分 蛋糕 ， 不 是 炒股 ， 做 出 选择 不 会 产 
生 风 险 。 如 果 事 先 故 意 切 出 很 大 一 块 ， 和 希望 别人 能 让 给 我 ， 那 肯定 是 不 
行 的 。 完 全 公平 分 配 ， 让 每 人 拿 到 的 那 块 蛋糕 按 自己 的 标准 都 恰好 是 
WN， 这 是 最 难 实现 的 。 但 是 ， 每 人 都 拿 到 一 块 价值 高 于 VN WER, 
这 是 完全 可 以 实现 的 ， 如 图 5.1 中 的 (f). 
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图 5.1 分 水 果 和 蛋糕 


分 水 果 重 料 的 时 候 ， 每 个 人 都 有 自己 的 喜好 ， 一 个 人 觉得 公平 ， 男 一 个 人 则 不 一 定 。 假 设 这 个 
KREPA OE. WPRUR. BERT. BE. ENARA KCR. 




















客 1 BOUE. Hw RRES SI PoOKGE. EBER, UA (a) 是 公平 的 ， 因 为 每 
一 块 的 菠 葛 数量 相等 ， 评 分 都 是 15. [Bux 2. 263. v4. x5 XM RAE T ME 
桃 和 蛋糕 底 ， 所 以 分 法 (b). (cO. (d). (e) 在 他 们 各 自 眼中 也 是 公平 的 ， 每 一 块 的 评分 也 都 是 
1/5。 





























最 后 一 种 切 法 O 对 所 有 人 来 说 都 公平 ， 因 为 按 各 自 标准 ， 每 人 分 到 的 香料 评分 都 超过 /5。 比 
如 ， 客 1 喜欢 菠 葛 ， 他 拿 到 的 虽然 不 是 菠 葛 最 多 的 一 块 〈 客 3 那 块 有 将 近 7 FEE. HO 
的 评分 也 有 6/25， 这 意味 着 ， 这 块 蛋糕 所 含 菠 旭 超过 总 数 的 1/5。 


WAD: 我 切 你 选 

第 一 种 情况 : 一 对 情侣 宅 在 家 ， 想 要 分 且 
高 级 甜品 店 的 招牌 重 糕 ， 不 能 儿戏 。 怎 么 
很 简单 ， 用 ”我 切 你 选 ?的 方法 就 好 。 

第 一 步 : 客 1 把 梨 料 切 成 自己 认为 等 值 的 两 块 。 

第 二 步 : 客 2 从 中 选 目 己 认 为 更 好 的 一 块 ， 力 一 块 给 客 1。 

如 果 客 1 把 重 糕 切 得 一 大 一 小 ， 而 客 2 选 了 大 的 那 块 ， 那 客 1 也 只 能 目 
认 倒 毒 。 当 然 ， 如 采 你 的 那个 他 〈 她 ) BRER RER, WA 
当 别 论 了 。 既 然后 了 好 处 ， 就 别 抱 怨 这 方法 不 管用 了 。 

三 人 分 : 我 切 你 们 选 

第 二 种 情况 : 与 好 哥们 儿 分 熏 糕 。 你 请 两 个 好 友 来 家 里 分 享 橄 槛 和 捍 糙 ， 
但 他 们 和 你 一 样 都 想 狮子 大 开口 ， 拿 一 块 最 大 的 ， 这 该 怎么 办 呢 ? 
1943 *E, juin — Wig 4 pr xe FEES 8 A-0625 DL 2 rS — DC. f — 
人 分 配 法 。 

第 一 步 ， 客 1 把 梨 料 切 成 他 认为 等 值 的 三 块 。 

第 二 步 ， 客 2 看 一 下 这 三 块 ， 并 有 以 下 两 种 选择 : 









































香甜 的 杏仁 泡 甘 蛋糕 。 这 可 是 
分 才能 让 两 人 都 开心 呢 ? 其 实 











。 如 果 看 到 至 少 有 两 块 可 接受 的 蛋糕 ， 那 就 先 不 拿 ， 此 时 ， 按 客 3、 
客 2、 客 1 的 顺序 选 梨 料 ; 


。 如 果 有 两 块 不 能 接受 ， 就 把 这 两 块 标 为 “ 差 ”。 


第 三 步 ， 如 果 客 2 将 两 块 标 为 “ 兰 ”， 那 么 此 时 客 3 也 有 两 个 选择 : 先 不 
拿 或 者 将 两 块 标 为 “ 差 >。 如 果 客 3 决定 先 不 拿 ， 那 就 按照 客 2、 客 3、 
客 1 WITE ERIS 


第 四 步 ， 如 果 客 2 和 客 3 都 选择 做 标记 ， 那 客 1 就 要 必须 合同 时 被 客 2 
和 客 3 标 为 “ 差 ” 的 那 一 块 ( 或 两 块 之 一 )。 


第 五 步 ， 此 时 还 剩 下 两 块 重 糕 ， 我 们 把 两 块 合成 一 块 〈 考 验 你 烘焙 技艺 
的 时 候 到 了 ) 。 客 2 和 客 3 用 “我 切 你 选 * 法 来 分 : 客 2 把 合成 一 体 的 新 
重 糕 切 成 目 认 为 等 值 的 两 块 ， 客 3 从 中 选 一 块 ， 剩 下 那 块 归 客 2. 


如 果 大 家 都 理性 行事 ， 每 个 人 拿 到 的 那 块 蛋 糕 都 将 是 可 接受 的 选择 。 客 
1 总 是 最 后 选 的 那个 人 ， 所 以 他 在 一 开始 切 的 时 候 就 要 尽量 均衡 。 第 二 
步 时 ， 客 2 在 保证 能 拿 到 可 接受 选择 的 情况 下 ， 才 会 决定 先 不 拿 。 如 果 
他 选择 做 标记 ， 那 无 论 客 3 怎么 选择 ， 他 最 后 都 能 拿 到 可 接受 的 重 料 。 
忆 之 ， 按 照 这 种 方法 ， 每 个 人 部 满意 。 


N A: 每 人 一 刀 法 
第 三 种 情况 : 朋友 们 一 起 玩 桌 上 游戏 《 龙 与 地 下 城 》。3 个 小 时 之 后 ， 
法 师 死 了 ， 大 家 刚好 借 机 休息 一 下 。 主 人 做 了 他 最 拿手 的 布 列 塔 尼 有 蛋 
糕 。 聪 明 如 你 ， 一 定 会 用 巴 拿 赤 和 克 纳 斯 特 在 1944 年 提出 的 分 配 法 ， 
以 保证 分 配 公 平 。 
第 一 步 ， 客 1 从 和 蛋糕 中 切 出 自 认 为 价值 WN 的 一 块 ， 我 们 称 之 为 P。 
第 二 步 ， 客 2 有 两 种 选择 : 

e 如 果 他 认为 这 块 不 可 接受 ， 就 什么 都 不 做 ; 


e 如 果 他 觉得 可 接受 ， 就 把 P 再 切 小 一 点 ， 但 依然 保持 可 接受 的 状 
态 ， 即 其 价值 对 客 2 来 说 至 少 是 1/N。 














第 三 步 到 第 NN 步 ， 其 他 所 有 人 ， 即 从 客 3 到 客 N， 都 做 出 同样 的 选择 
一 一 要 么 什么 都 不 做 ， 要 么 把 P 再 切 小 一 点 ， 这 样 P 会 越 来 越 小 ， 最 后 
一 个 选择 切 小 的 人 可 以 把 它 拿 走 。 然 后 回 到 第 一 步 : 把 剩 下 的 蛋糕 合 在 
a a a 
先 ” 法 即 可 。 


最 后 ， 每 个 人 都 能 得 到 自 认 为 价值 LN 的 蛋糕 ， 因 为 那 是 自己 切 的 。 当 
然 ， 每 人 一 刀 ， 重 料 最 后 会 不 会 被 切 成 洽 ， 那 束 说 不 好 了 。 下 次 还 是 少 
ROS T IB... 


N 人 分 : 你 喊 我 停 法 


第 四 种 情况 : 你 的 婚礼 。 切 香料 是 婚宴 的 重头 戏 。 杀 朋 好 友 都 来 祝福 你 
们 ， 更 想 尝 尝 重 料 好 不 好 上 吃 。40 个 客人 要 公平 分 配 ， 这 可 不 能 儿戏 。 
根据 传统 ， 只 能 由 新 即 和 新 女 来 切 ， 干 万 不 能 像 上 个 例子 中 那样 ， 宾 客 
FA- JEER RE - 


1961 年 ， 杜 宾 斯 和 斯 由 尼 尔 提 出 了 一 种 分 配 法 ， 用 在 这 种 场合 再 合适 
不 过 ， 因 为 掌 刀 的 只 有 一 人 人， 而且 能 保证 每 人 拿 到 的 都 是 MN. LB 
的 例子 不 同 ， 这 种 方法 不 是 一 步 一 步 进行 的 ， 即 “离散 ?方法 ， 而 是 所 有 
人 同时 进行 选择 ， 即 “连续 ”方法 。 


新 郎 和 新 娘 举 起 刀 ， 在 和 蛋糕 上 慢 慢 划 过 ， 如 果 有 人 觉得 够 了 〈 可 接 
Z) ， 就 喊 停 ， 新 妇 和 新 女 束 把 这 一 块 切 给 他 ， 剩 下 的 客人 继续 。 最 后 
剩 下 的 两 个 不 知足 的 人 一 一 如 此 不 懂 礼 节 ， 一 定 是 夫妻 俩 一 用 “我 切 
0 a 
SET. 


NU -A 


第 五 种 情况 : 孩子 们 吃 点 必 。 考 验 你 的 时 候 到 了 ， 要 给 三 个 孩子 分 奶油 
布 。 孩 子 们 可 不 在 乎 公平 不 公平 ， 他 们 只 想 着 自己 的 那 块 不 能 比 别人 


小 ! 
这 不 再 是 公平 分 配 的 问题 ， 不 是 要 让 每 块 都 大 于 等 于 /3， 而 是 要 让 大 


家 都 觉得 自己 没 吃亏 ， 都 能 拿 到 上 自 认 是 最 好 的 那 块 。 两 人 分 用 ”我 切 你 
选 ?法 肯定 没 问 题 ， 但 施 泰 因 寡 斯 的 三 人 分 配 法 就 会 有 问题 了 。 磅 好 有 















































塞 尔 弗 里 奇 一 康 威 法 1。 塞 尔 弗 里 奇 于 1960 年 发 现 了 这 一 方法 ， 但 未 发 
A E RO EUUNII 


! 我 就 说 过 还 会 提 到 康 威 的 ! 
第 一 步 ， 客 1 把 梨 料 切 成 自 认 为 等 值 的 3 块 。 
第 二 步 ， 客 2 有 两 个 选择 : 
。 如 果 最 大 的 两 块 在 他 看 来 是 一 样 的 ， 那 就 什么 都 不 做 ; 


。 如 宁 最 大 的 两 块 在 他 看 来 不 一 样 ， 那 就 从 更 大 那 块 切 去 一 部 分 ， 让 
这 两 块 一 样 大 。 切 下 来 的 这 部 分 我 们 称 作 M， 先 放 在 一 边 。 


第 三 步 ， 投 客 3、 客 2、 客 工 的 顺序 选择 香 糕 ， 但 要 遵循 一 个 规则 : 如 
Am 2 在 第 二 步 中 切 了 一 刀 ， 那 他 切 过 的 这 块 如 果 客 3 没有 拿 ， 则 客 2 


必须 拿 。 


第 四 步 ， 第 二 步 中 客 2 切 过 的 那 块 要 么 归 了 客 2， 要 么 归 了 客 3。 我 们 
把 拿 到 这 一 块 的 人 称 作 客 NW， 另 外 一 人 称 作 客 C。 由 客 C 把 小 块 M 切 
成 自 认 等 值 的 3 块 ， 按 客 N、 客 1 和 客 C 的 顺序 各 选 一块 。 


听 起 来 有 点 绕 ， 但 按照 这 种 方法 ， 每 个 人 都 不 会 觉得 自己 吃亏 。 第 三 步 
之 后 ， 客 工会 拿 到 自己 一 开始 切 出 的 3 块 中 的 一 块 ， 也 就 是 13。 因 为 
按照 规则 ， 如 果 客 2 在 第 三 步 把 其 中 一 块 切 小 了 ， 那 这 块 要 么 归 客 2, 
要 么 归 客 3。 客 3 第 一 个 选 ， 肯 定 会 选 自己 觉得 最 大 的 那 一 块 ， 他 不 会 
觉得 吃亏 了 。 客 2 把 自己 看 来 最 大 的 两 块 切 成 一 样 大 ， 且 拿 到 了 其 中 一 
块 。 三 步 之 后 谁 都 不 会 觉得 吃亏 。 多 出 来 的 M 部 分 怎么 办 呢 ? 从 客 1 
的 角度 说 ， 他 拿 到 的 那 块 已 经 比 客 N 那 块 大 出 M， 而 与 客 C 拿 到 那 块 
相等 ， 所 以 在 选择 M 切 出 来 的 3 块 时 ， 虽 然 客 N 先 选 ， 但 不 管 他 选 哪 
一 块 ， 在 客 1 看 来 自己 还 是 不 吃亏 。 


有 了 这 些 方法 ， 不 管 有 多 少 有 朋友， 不管 是 什么 重 糕 ， 都 能 公平 分 配 。 这 
里 就 不 讨论 W 个 人 分 蛋糕 时 如 何 既 让 所 有 人 都 觉得 不 吃亏 ， 也 不 会 把 便 
糙 毁 掉 了 ， 因 为 这 个 问题 到 今天 也 没有 解答 ! 此 外 ， 假 如 还 有 分 蔷 瓜 派 
的 问题 ， 八 但 这 时 每 个 人 都 想 要 最 小 的 那 块 .……. 
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“还 行 ， 确 实 分 得 很 公平 。 不 过 我 刚 看 到 的 明明 是 摩卡 蛋糕 ， 怎 么 
碎 成 酥 粒 蛋糕 啦 ? ” 





06 创意 加 上 游戏 
“仙人 掌 ! ” 

«psi 

LI 

“眼力 真 好 ! ” 

“7 阶 射影 平面 ! * 

"AT Yr 


放假 啦 ! AER ERRE ERKELA m. GUKE) WE 
了 ， 也 别 打 麻将 了 ， 玩 点 时 散 的 吧 一 一 哆 宝 。 这 征 艾 赐 魔 袋 公司 出 品 的 
一 球 果 上 游戏 ， 考 验 人 的 观察 力 和 反应 速度 ， 老 少 咸 宜 ， 但 其 背后 隐藏 
的 数学 知识 却 出 人 意料 地 高 深 。 在 凡夫 俗 子 眼 中 ， 这 不 过 是 一 堆 纸 牌 ， 
上 面 有 锁 、 心 、 雪 花 等 图 标 ， 但 有 心 的 数学 家 能 从 中 看 出 7 阶 射影 平 

面 。 我 们 来 看 看 是 怎么 回 事 。 


与 其 缠 含 的 数学 原理 相 比 ， 哆 宝 的 游戏 规则 很 简单 ， 有 好 几 种 不 同 的 玩 
法 ， 但 万 变 不 离 其 宗 ; 每 张 牌 上 有 8 个 图 标 ， 玩 家 要 找 出 两 张 牌 的 相同 
图 标 ， 谁 快 谁 说。 


任意 两 张 牌 上 有 且 仪 有 一 个 相同 的 图 标 ， 这 里 面 就 隐藏 着 数学 原理 了 。 
这 副 牌 肯定 不 是 随便 印 的 ， 要 经 过 精心 设计 才 行 。 


怎样 设计 出 上 自己 的 哆 宝 牌 呢 ? 还 要 符合 两 张 牌 有 且 仪 有 一 个 相同 图 标的 
要 求 。 我 应 该 需要 多 少 张 牌 、 多 少 个 图 标 ? 能 做 出 157 SKIRITR Sc ? 
要 回答 这 些 问题 只 有 一 个 办 法 : 弄 异 游戏 背后 的 数学 原理 ! 


为 什么 哆 宝 有 55 张 脾 ? 























原版 哆 宝 牌 共有 55 张 ， 每 张 有 8 个 图 标 ， 一 共有 57 种 不 同 的 图 标 。 仔 
细 观 察 我 们 就 会 发 现 ， 大 部 分 图 标 会 出 现在 8 张 牌 上 ， 另 外 十 几 种 图 标 
只 出 现在 6、7 张 牌 上 。 这 值得 探究 。 


首先 ， 没 有 任何 一 种 图 标 能 出 现在 所 有 牌 上 ， 人 否则 游戏 就 不 好 玩 了 。 但 
从 这 个 细 布 出 有 发， 我 们 可 以 计算 出 最 多 只 能 有 57 张 牌 。 


我 们 取 一 种 图 标 ， 比 如 奶酪， 把 所 有 带 奶 酷 图 标的 牌 都 放 在 一 边 ， 假 设 
其 数量 为 R。 除 了 奶酪 ， 这 R 张 牧 上 的 其 他 7 个 图 标 都 不 同 。 如 果 还 有 
其 他 相同 的 图 标 ， 即 两 张 脾 有 两 个 相同 图 标 了 。 也 就 是 说 ， 除 了 奶酪 还 
有 7xR 种 图 标 。 当 然 ， 有 些 牌 没有 奶酪 的 图 标 。 我 们 拿 一 张 这 样 的 牌 ， 
称 为 X， 上 面 也 有 8 个 图 标 。 现 在 ， 我 们 把 之 前 分 出 来 的 R 张 牌 一 张 张 
地 与 X 对 比 ， 每 一 张 都 与 X 有 一 个 相同 的 图 标 ， 而 且 这 些 图 标 互 不 相 
同 ， 因 为 那 R 张 牌 除了 奶酪 没有 其 他 相同 的 图 标 ， 所 以 有 奶酪 牌 的 数量 
最 大 为 X 有 牌 上 的 图 标 数 ， 也 就 是 说 ，R 最 大 为 8。 


综 上 所 述 ， 有 某 种 图 标的 脾 最 多 8 张 。 我 们 取 一 张 牌 ， 有 牌 上 有 8 种 图 
标 。 对 每 一 种 图 标 来 说 ， 除 了 取出 的 这 一 张 牌 ， 最 多 另 有 7 张 牌 ， 所 以 
人 
Tka 


同 理 可 证 ， 每 张 牌 有 N 个 图 标的 哆 宝 最 多 1e N QN - 1) 张 牌 。 
那么 ， 为 什么 市 面 上 售卖 的 哆 宝 只 有 55 张 牌 呢 ? 真相 真是 简单 到 令 人 
失望 ; 印刷 厂 一 套 只 能 印 60 张 ， 而 制作 公司 又 要 用 5 张 牌 来 说 明 不 同 
的 玩法 ， 所 以 游戏 没有 达到 最 大 有 牌 数 。 不 过 ， 向 怕 只 有 数学 家 们 在 意 这 
个 问题 ， 好 在 他 们 并 不 是 哆 宝 游戏 的 目标 群体 。 

哆 宝 中 的 冉 影 几何 学 


哆 宝 的 基本 规则 是 两 张 牌 有 且 仅 有 一 个 相同 的 图 标 ， 这 很 容易 让 人 联想 
到 几何 学 的 一 条 基本 公理 : 经 过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 。 


我 们 可 以 把 每 张 牌 比 作 平面 上 一 点 ， 把 图 标 比 作 平面 上 的 直线 。 这 个 类 
比 并 不 区 座 ， 因 为 行 得 通 (图 6.1) 。 





























图 6.1 哆 宝 的 几何 示意 图 


ASK EH 2 个 图 标 ， 所 以 最 多 有 1+ 2x1= 王 3 张 牌 。 每 张 牌 即 平面 上 1 点 ， 而 3 种 图 标 是 平面 
上 的 直线 。 




















在 欧 几 里 得 几何 (也 就 是 我 们 在 中 学 学 过 的 几何 ) 中 ， 平 面 上 有 无 限 多 
个 点 ， 经 过 一 点 可 作 无 限 多 条 直线 。 对 应 到 哆 宝 游戏 中 就 是 有 无 限 多 张 
牌 ， 每 张 牌 上 有 无 限 多 个 图 标 ..….... 这 种 无 限 的 平面 包含 的 点 太 多 了 ! 我 
们 先 把 平面 限制 为 只 有 4 个 点 ， 而 其 他 点 根本 不 存在 ， 这 种 平面 叫 作 有 
限 平 面 ， 区 别 于 欧 氏 几何 的 无 限 平面 。 然 后 ， 我 们 再 把 这 些 点 横 、 坚 、 
和 斜 地 相连 ， 这 样 得 出 的 哆 宝 游 戏 虽 然 牌 的 数量 很 少 ， 但 还 是 可 以 玩 起 

来 : 此 时 有 4 张 牌 和 6 种 图 标 〈 图 6.2) 。 




















图 6.2 这 是 仅 有 4 个 点 〈4 张 牌 ) 的 情况 


过 每 点 有 3 条 直线 ， 粉 色 直 线 和 绿色 直线 在 本 图 中 没有 交点 ， 我 们 可 以 认为 这 两 条 直线 平行 ， 
因为 它们 在 此 有 限 平面 中 不 相交 。 




















在 这 个 只 有 4 个 点 的 平面 中 ， 我 们 可 以 看 出 每 张 牌 应 该 有 3 个 图 标 ， 即 
N=3。 根 据 之 前 的 推理 ， 假 如 每 张 牌 有 3 个 图 标的 话 ， 最 多 有 1+3x2 
=7 张 牌 和 7 种 图 标 。 但 是 ， 我 们 刚刚 建立 的 模型 中 只 有 4 张 牌 和 6 种 
图 标 ， 其 他 3 张 牌 去 哪里 了 ? 要 回答 这 个 问题 ， 我 们 要 学 习 一 下 欧 氏 几 
何 的 “变种 ”一 一 射影 几何 。 在 射影 几何 中 ， 两 条 直线 永远 相交 于 一 点 ， 
也 就 是 将， 不 存在 平行 的 概念 。 欧 氏 几 何 中 的 平行 线 在 射影 几何 中 相交 
于 无 穷 远 处 “地 平 线 ”"* 上 的 一 点 。 


为 了 让 我 们 的 哆 宝 模 型 再 多 3 张 牌 ， 我 们 需要 在 图 6.2 中 加 入 平行 线 的 
交点 。 原 来 设 定 的 几 对 平行 线 〈 紫 色 与 红色 、 蓝 人 色 与 黄色 、 粉 色 与 绿 
色 ) 也 要 相交 ， 这 样 就 又 多 出 3 个 交 操 。 要 注意 ， 这 里 所 谓 的 “直线 ”已 
经 不 是 通常 意义 上 的 直线 ， 而 是 指 通 过 一 些 “ 点 ”的 一 种 “东西 "。 德 国 数 
学 家 大 卫 : 希 尔 们 特 曾 对 学 生 说 过 ， 几 何 中 的 “点 、 线 、 面 ?可 以 被 视 
为 "果子 、 森 子 、 啤 酒杯 ”， 这 不 会 改变 它们 之 间 的 关系 。 所 以 ， 我 们 可 
US EE", EITA 3 个 新 的 交点 ， 于 是 就 得 到 了 图 6.3。 


























图 6.3 将 3 组 平行 线 粥 曲 ， 人 为 制造 3 个 交 操 ， 也 就 是 多 出 3 张 牌 


ix 3 个 点 都 在 无 穷 远 的 第 7 条 线 一 一 地平线 "上 。 这 样 哆 宝 游 戏 就 完整 了 : 7 条 直线 表示 7 种 
图 标 ，7 个 点 表示 7 张 牌 。 








这 样 的 图 形 真是 蝶 无 美感 。 重 新 排 布 之 后 ， 我 们 可 以 得 到 更 整齐 的 7 点 
7 线 图 ， 即 法 诺 平 面 (图 6.4) 。 





图 6.4 法 诺 平 面 


xis 等 效 ， 但 更 加 清楚 地 表现 出 点 线 关系 。 每 条 直线 〈 绿 色 圆 也 视 为 直线”) 经 过 3 个 
点 ， 过 每 个 点 有 3 条 直线 。 

















法 诡 平 面 是 “射影 平面 ” 晶 “射影 平面 ?的 定义 类 似 哆 宝 的 游 
戏 规则 ， 需 要 满足 以 m 


经 过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ; 


两 条 直线 有 且 仪 有 一 个 交点 《如 你 所 见 ， 风 影 几何 中 没有 平行 的 概 
念 ) ; 


至 少 有 4 个 点 不 在 同一 条 直线 上 。 

如 果 平 面包 含 的 点 有 限 ， 则 称 之 为 有 限 射 影 平 面 。 

一 副 完 整 的 哆 宝 游戏 ， 每 张 牌 有 N 个 图 标 ， 共 1+NON-DT 张 牌 ， 可 以 
视 作 一 个 有 限 射 影 平 面 ， 因 为 它 满足 以 上 三 个 公理 ， 我 们 可 以 

把 “点 ”和 “ 线 ” 换 成 “ 牌 ”? 和 “图 标 ”: 


。 任意 两 张 牌 有 且 仪 有 一 个 相同 的 图 标 ; 




















e 任意 两 种 图 标 只 会 同时 出 现在 一 张 牌 上 ; 

e 任意 4 张 牌 ， 其 共同 图 标 两 两 不 同 ( 否 则 就 不 好 玩 了 ) 。 
图 6.1 所 示 的 哆 宝 只 有 3 张 牌 ， 每 张 牌 2 个 图 标 ， 这 并 不 能 视 为 有 限 射 
影 平 面 ， 因 为 不 满足 第 三 条 公理 。 如 果 再 加 一 张 牌 ， 做 出 最 多 7 张 牌 的 
BE, MEZ I- 
如 果 想 要 牌 上 有 更 多 图 标 ， 首 先 要 让 有 限 射 影 平 面包 含 更 多 的 点 。 其 
实 ， 我 们 对 最 大 牌 数 的 推理 也 适用 于 有 限 射 影 平 面 ， 并 且 可 以 由 此 得 
E: 对 一 个 有 限 射 影 平面 ， 总 有 整数 N， 使 得 : 
射影 平面 包含 1+ N QN - DT Hs 
射影 平面 包含 1+ N (N - 1) 条 直线 ; 
每 条 直线 有 N 个 点 ; 
经 过 每 个 点 有 N 条 直线 。 


好 ， 现 在 让 我 们 来 建立 更 多 的 有 限 射 影 平 面 ， 制 造 更 多 的 哆 宝 游戏 吧 ! 
让 我 们 做 一 套 哆 宝 ! 
想 建立 更 大 的 有 限 射影 平面 ， 我 们 就 要 推广 法 诺 平面 的 构建 方法 。 我 们 


刚才 从 图 7.2 出 发 ， 图 中 的 平面 由 2x2 的 点 阵 构 成 ， 得 到 2 阶 射 影 平 
面 。 所 以 ，3 阶 射影 平面 就 要 从 3x3 点 阵 开 始 《〈 图 6.5) 。 


























图 6.5 3 阶 有 限 〈 非 射影 ) 平面 


现在 ， 我 们 要 画 出 所 有 的 直线 ， 让 每 条 直线 经 过 3 个 点 。 这 里 我 们 要 用 
个 小 守门 ， 再 次 修正 直线 的 概念 。 如 果 平 面 由 有 限 多 个 点 构成 ， 数 学 上 
可 以 证 明 1， 从 平面 一 边 出 去 的 线 会 从 另 一 边 回来 。 从 某 种 意义 上 说 ， 

可 以 把 平面 视 为 “ 圆 形 ? 或 者 “环形 ”。 于 是 ， 我 们 能 得 到 12 条 直线 ， 每 3 
条 平行 线 为 1 组 ， 一 共 4 组 〈 图 6.6) 。 在 我 们 构建 的 这 个 平面 中 ， 经 
过 9 个 点 中 的 每 1 点 有 且 仅 有 4 条 直线 。 如 果 每 条 直线 代表 一 种 图 标 ， 
那 我 们 就 做 出 了 一 套 有 9 张 牌 、12 种 图 标 、 每 张 牌 上 有 4 个 图 标的 哆 
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1 我 们 构建 的 就 是 了 3 平面 ， 表 示 是 从 F 这 个 域 构建 的 平面 。 所 谓 “ 域 "， 就 是 可 进行 加 、 减 、 
乘 、 除 运算 的 代数 结构 。 全 体 实数 即 构成 一 个 域 。 Fa 也 是 一 个 域 ， 但 它 只 有 0、1、2 这 三 个 
数 ， 其 中 的 加 法 和 乘法 与 普通 运算 一 样 ， 但 只 保留 运算 结果 除 以 3 以 后 的 余数 。 比 如 ， 在 F3 
这 个 域 中 ， 可 以 说 2+1=0。 















































图 6.6 从 9 个 点 出 发 ， 我 们 可 以 画 出 4 组 平行 线 ， 每 组 3 条 
平行 线 斜 着 的 时 候 ， 有 些 直 线 被 分 成 了 几 段 。 我 们 可 以 用 《〈 仿 射 ) 方程 来 描述 这 12 条 直线 。 


我 们 还 可 以 更 进一步 。 根 据 前 述 的 理论 ， 如 有 果 把 这 个 平面 改 成 射影 平 
面 ， 就 能 有 13 张 牌 。 为 此 ， 让 每 组 平行 线 都 相交 于 “无 穷 远 ” 处 一 条 直 

















线 上 的 一 点 即 可 。 这 样 一 来 ， 叉 得 到 4 个 新 的 交点 和 1 条 新 的 直线 图 
6.7 和 图 6.8) 。 这 套 完 整 的 哆 宝 共 有 13 张 牌 ， 每 张 牌 上 有 13 个 图 标 。 








图 6.7 3 阶 射影 平面 示意 图 














3 阶 射影 平面 通过 3x3 的 点 阵 构 建 得 出 。 此 平 画 











A 13 个 点 和 13 条 线 ， 每 条 线 经 过 4 个 点 ， 经 





过 每 点 有 4 条 直线 。 





图 6.8 调整 点 的 位 置 之 后 ， 得 到 更 整齐 的 3 阶 射影 平面 


最 中 心 的 点 和 最 外 面 的 3 点 在 一 条 直线 上 ， 为 了 避免 混乱 ， 图 中 没有 画 出 这 条 直线 。 如 果 每 条 
直线 代表 一 种 图 标 ， 我 们 从 这 个 结构 可 以 得 出 一 套 小 型 哆 宝 ， 每 张 牌 上 有 4 个 图 标 。 


ME, ERIA- BERKE! 


上 述 构造 法 很 容易 推广 ， 但 阶 数 q 必须 是 质数 ， 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 通 
过 2x2. 3x3. 5x5. 7x7. 11x11 等 点 阵 来 构建 。 如 果 阶 数 gq 不 是 质 
数 ， 则 不 能 保证 所 有 直线 都 经 过 点 阵 中 的 g 个 点 〈 先 不 算 无 穷 远 处 的 交 
点 ) 。 不 信 你 画 个 4x4 的 点 阵 试 试 。 


比如 ，g=5 时， 我 们 可 以 从 5x5 的 点 阵 出 发 ， 先 画 出 6 组 平行 线 ， 每 
组 5 条 (图 6.9) ， 再 加 上 平行 线 在 无 穷 远 处 的 交点 ， 即 得 到 31 个 点 和 
31 条 线 的 射影 平面 。 




















A 
图 6.9 5 阶 射影 平面 含有 30 条 直线 ， 分 为 6 组 ， 每 组 5 条 直线 


我 在 这 里 就 不 画 5 阶 射影 平面 的 示意 图 了 ， 男 出 来 也 乱 得 没 法 儿 看 。 AH 
在 我 们 还 可 以 用 代数 方法 来 描述 。 细 节 就 不 详细 叙述 了 “， 对 任意 一 条 

直线 ， 可 通过 计算 得 出 它 经 过 哪些 点 。 表 6.1 列 出 了 所 有 点 的 坐标 和 所 
有 直线 的 方程 ， 可 以 得 出 31 张 牌 中 的 每 一 张 有 哪 6 种 图 标 。 


2 点 的 坐标 形 如 (x, y)， 其 中 x 和 y 都 是 0 到 4 之 间 的 整数 。 线 的 方程 如 果 是 x=b 的 形式 ， 则 
表示 水 平 线 ， 其 他 则 是 y= ax+b 的 形式 ， 其 中 a 和 4b 痢 是 0 到 4 之 间 的 整数 。 另 外 ， 每 组 平 
行 线 在 无 穷 远 处 有 一 交点 ， 无 穷 远 处 还 有 一 直线 ， 所 以 一 共有 31 个 点 和 31 条 直线 。 可 通过 方 
程 确定 哪 条 线 经 过 哪个 点 。 比 如 y= 2x+1 这 条 直线 经 过 (1, 3) 这 个 点 ， 因 为 3=2x1+1。 这 
2: 058 (2, 0) 这 个 点 ， 因 为 0=2x2+1。 由 于 5 阶 平面 是 “环形 ”的 ，5 和 0 是 同一 个 









































e 由 此 表 得 出 5 阶 哆 宝 的 31 张 牌 ，5 阶 哆 宝 束 是 市 场 上 的 儿童 
BE 
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综 上 所 述 ， 如 果 q 是 质数 ， 从 qq 的 点 阵 出 发 ， 得 到 的 哆 宝 共有 q+ q 





+1 张 牌 和 q*+q+1 个 图 标 ， 而 且 每 张 牌 上 有 N= q++1 个 图 标 。 从 

7x7 的 点 阵 出 发 ， 我 们 可 以 做 出 57 IER, FIKRA 8 个 图 标 ， 

这 也 就 是 标准 版 本 。 现 在 理论 都 有 了 ， 你 可 以 用 11x11 的 点 阵 做 出 133 
K FEIKE 12 个 图 标的 哆 宝 。 加 油 ! 


还 有 更 多 的 哆 宝 吗 ? 
如 果 阶 数 q 不 是 质数 呢 ? 那 就 得 分 类 讨论 了 。 


如 果 q 不 是 质数 ， 但 可 以 表示 为 质数 的 乘 方 ， 比 如 qd=4=22、q=8= 
23、g=9= 3 等 ， 那 么 以 上 的 直线 法 稍 做 修改 还 能 适用 。 种 种 细节 我 就 
不 说 了 ， 这 需要 很 深奥 的 有 限 域 理论 。 于 是 ， 阶 数 g = 9 时， 做 出 的 哆 
EA 9153K, BEKKE 10 个 图 标 。 


问题 在 于 ， 直 线 法 并 不 是 构造 有 限 射影 平面 的 唯一 方法 。 通 过 别 的 方 
法 ， 我 们 可 以 得 到 完全 不 同 的 射影 平面 ， 称 为 非 华 沙 格 平面 。9 阶 有 限 
财 影 平面 除了 直线 法 构造 的 ， 还 有 男 外 3 种 完全 不 同 的 。 





如 果 q 既 非 质数 ， 也 不 能 表示 成 质数 的 溢 方 ， 如 6、10、12 等 ， 还 没有 
规则 可 循 。 但 可 以 肯定 的 是 ， 直 线 方程 法 不 适用 。 


q=6 时 ， 此 问题 无 解 ， 即 不 存在 6 阶 射影 平面 。1901 年 ， 加 斯 顿 . 特 里 
在 证 明 欧 拉 36 军官 问题 无 解 时 也 就 证 明了 这 一 点 。 换 句 话说， 每 张 
牌 有 7 个 图 标的 哆 宝 做 不 出 来 。 

3 欧 拉 36 军官 问题 : 6 个 不 同 军团 各 派出 6 位 不 同 军衔 的 军官 ， 排 成 6x6 的 方 阵 ， 要 求 每 行 、 


全 列 的 军官 来 自 不 同 军团 ， 而 且 年 和 也 不 同 。 就 连 伟 大 的 数学 家 了 欧 拉 也 没 能 证 明 此 问题 天 
Ro 





























而 对 于 g= 10 的 情况 ， 即 10 阶 射影 平面 ， 加 拿 大 数学 家 林 永 康 
(Clement Lam) 在 1991 年 验证 了 111 种 图 标 和 111 张 牌 的 所 有 组 合 ， 
发 现 没有 一 种 能 对 应 于 有 限 射 影 平 面 。 当 然 ， 他 不 是 靠 人 工 计 算 ， 而 是 
借助 于 计算 机 。 其 结论 无 可 辩驳 : 10 阶 射影 平面 不 存在 。 所 以 ， 每 张 
牌 11 个 图 标的 哆 宝 就 别 想 啦 ! 


q = 12 时 ， 我 们 只 知道 一 件 事 ， 那 就 是 我 们 什么 都 不 知道 ! 157 张 牌 、 
每 张 牌 13 个 图 标的 哆 宝 还 没有 研究 出 来 CR 6.2) 。 读 者 们 可 以 自己 尝 
试 一 下 ! 对 于 更 大 的 非 质数 g 值 ， 如 15、18、20 和 42 等， 问题 一 样 尚 


HER. 


总 而 言 之 ， 在 我 看 来 ， 有 限 射影 平面 加 上 雪 屋 和 龙 的 图 标 ， 其 唯一 的 用 
处 就 是 哆 宝 了 。 


表 6.2 已 知 哆 宝 一 览 



































阶 数 | 每 张 牌 图 标 数 /每 种 图 | 图 标 种 类 疼 
示 牌 数 UE 








“眼力 真 好 ! ^ 
“7 阶 射影 平面 1 ” 
“ 太 简单 了 ， 没 难度 1 ” 


童 版 哆 宝 ) 
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de 3E ha 2 
07 挂 不 上 墙 的 神 作 

“ 哟 ， 还 拿 了 一 幅 画 啊 ， 何 必 这 么 客气 呢 ! 这 画 的 是 什么 ?” 
“你 的 肖像 啊 ! 我 画 的 是 你 骑 着 一 只 独 角 兽 。， 

“| 阿 ， 还 真是 我 。 我 都 没 认 出 来 .….. 挂 哪里 呢 ? 弄 坏 了 就 可 异 
了 » 








(Kock k 


你 刚 买 了 一 幅 大 师 作 品 ， 想 挂 在 客厅 里 显摆 一 下 。 你 要 用 两 个 钉子 绕 着 
线 把 村 起 来 ， 这 样 哪儿 一个 条 了 摔 了 ， 还 有 另 一 个 条子 ， 醒 也 不 会 
下 来 。 


这 明显 没 问 题 啊 。 其 实 不 然 ， 有 特殊 的 统 线 方法 ， 能 让 男 在 抽出 一 根 钉 
子 时 就 掉 下 来 。 继 续 阅 读 以 前 ， 你 不 妨 目 己 试 试 ， 看 能 不 能 找到 这 种 方 
is 


— ái, PA MCET 


挂 画 问 题 最 早出 现 于 数学 及 物理 学 杂志 《量子 》 中 。1997 年 ， 一 个 叫 
A. 斯 皮 瓦 到 的 人 第 一 次 提出 了 钉子 挂 画 问题 。2014 年 ， 一 群 美 国 数学 
家 和 计算 机 学 家 决定 深入 研究 ， 这 个 问题 再 度 受 到 关注 。 研 究 者 包括 : 
在 折纸 和 气球 造型 等 方面 有 许多 数学 研究 的 马丁 : 德 近 纳 和 埃 里 克 : 德 近 
纳 父 子 ， 最 重要 的 加 密 算法 一 RSA 加 密 法 的 发 明 人 之 一 罗 纳 德 :里 维 
斯 特 ， 亚 伊 尔 . 明 斯 基 、 约 瑟 夫 : 米 切 尔 和 米 哈 伊 , 帕 特 拉 什 床 。 他 们 六 人 
证 明了 挂 画 问题 中 一 些 很 有 难度 的 定理 。 


让 我 们 回 到 最 初 的 问题 〈 称 为 问题 1) : 墙 上 有 两 枚 钉子 ， 如 何 绕 线 才 
能 挂 住 国 框 ， 但 在 抽出 一 枚 钉子 时 ， 男 就 掉 下 来 ?” 下 面 就 来 解答 。 两 枚 
钉子 记 为 G 和 D， 先 让 绳子 从 G 上 方 通过 《〈 顺 时 针 绕 一 轿 ) ， 然 后 再 
从 DD 上 方 通过 (也 是 顺 时 针 绕 一 疾 ) ， 再 拉 回 来 从 G 上 方 通过 《〈 这 次 
AEXÉWIEPSS— RD ， 最 后 绕 DD —R (也 是 逆 时 针 方 同 ) 。 这 样 一 来 ， 
绳子 在 每 个 钉子 上 绕 了 两 团 ， 顺 时 针 和 逆 时 针 方 向 各 一 疾 (图 7.1)。 



































如 果 抽 出 一 根 钉子 ， 似 乎 靠 男 一 根 钉子 还 是 能 挂 得 住 。 其 实 不 然 ， 因 为 
MRAR HAR, STRAK, MaM pK! 





图 7.1 问题 1 的 解法 


这 幅 “ 难 看 ”的 画 是 文艺 复兴 时 期 的 作品 《圣母 抱 子 》， 作 者 是 多 梅 尼 科 : 韦 内 齐 亚 诺 ， 创 作 于 
1447 年 之 后 ， 现 藏 于 华盛顿 国家 美术 馆 。 画 框 用 两 个 钉子 挂 得 稳 稳 的 ， 但 如 果 抽 出 一 根 钉子 ， 
在 重力 的 作用 下 ， 它 必然 坠落 。 这 种 缠绕 方式 可 记 为 gdg-1d-1。 




















这 种 不 稳定 的 绕 线 方式 可 以 类 比 于 纽 结 理论 中 的 博 罗 米 恩 环 ， 即 三 个 互 
锁 而 不 可 分 的 圆 环 ， 但 如 果 其 中 一 个 圆 环 消 失 ， 另 外 两 个 也 随即 分 开 。 





与 其 说 两 者 类 似 ， 不 如 次 是 从 两 个 不 同 角度 看 到 了 同一 个 现 辊 《图 
755.8 


(a) (b) (c) 


图 7.2 博 罗 米 恩 环 及 其 变形 


(a) 博 罗 米 恩 坏 的 每 个 环 都 在 另 一 个 环 之 下 ， 又 在 第 三 环 之 上 。(b) 改变 环 的 形状 ， 可 以 看 出 ， 
博 罗 米 恩 环 等 效 于 两 个 同心 环 用 绳子 穿 起 来 。(a] 进一步 变形 ， 可 以 把 环 变 成 杆 。 从 侧面 看 ， 把 
两 根 杆 当 作 两 枚 钉子 ， 这 就 是 问题 1 的 解 。 


一 幅 男 ， 三 枚 钉 ， 再 来 点 代数 拓扑 学 


我 们 再 增加 点 难度 : 如 果 有 3 枚 钉子 ， 如 何 绕 线 才能 让 男 在 抽出 任意 一 
根 钉子 时 掉 下 来 〈 问 题 2) ? 


研究 这 个 问题 要 用 到 一 个 特别 的 数学 领域 一 一 代数 拓扑 。 可 以 说 ， 拓 扑 
学 是 几何 学 的 一 个 分 文 ， 主 要 研究 物体 的 形状 。 而 代数 拓扑 就 是 用 代数 
工具 来 研究 这 些 形状 ， 找 出 其 中 的 结构 ， 并 定义 不 同 的 操作 ， 其 特长 就 


是 给 纽 结 分 类 。 


代数 拓扑 中 很 重要 的 一 条 是 : 基本 群 R*- {GD} 与 双生 成 元 自由 群 同 
构 。 我 这 么 说 了 等 于 没 说。 我 们 来 梳理 一 下 其 中 的 意思 。 


Jm, PMAR R?- (G,D) ， 不 过 是 “把 绳子 绕 在 G DPI 
子 上 的 所 有 方法 ”的 高 级 说 法 而 已 。 另 一 方面 ， 双 生成 元 自由 群 是 个 纯 
代数 概念 ， 具 体 细 市 就 不 详 说 了 。 我 们 可 以 将 其 视 为 一 个 集合 ， 其 元 素 
是 有 限 符号 串 ， 符 号 可 随意 选择 ， 如 g 和 qd， 代表 两 个 生成 元 ， 其 逆 元 
记 为 g91 和 d-1。 于 是 ，gqdg !d !. dd !g !ggd !g 或 dggd -1g -1g -1 这样 
的 表达 式 都 是 这 个 双生 成 元 自由 群 中 的 元 素 。 此 群 还 有 一 个 特殊 的 元 
素 ， 由 0 个 符号 构成 ， 称 为 4”。 男 外 还 要 注意 的 是 ， 逆 元 的 逆 元 也 就 
是 生成 元 本 身 ， 也 就 是 说 (g 1) -+=g。 












































在 一 个 目 由 群 中 ， 符 号 的 顺序 有 意义 ， 所 以 gd 和 dg 是 不 同 的 。 知 道 这 
些 之 后 ， 我 们 再 来 看 看 表达 式 的 简化 规则 : 如 果菜 生成 元 及 其 逆 元 前 后 
相连 ， 则 互相 抵消 。 比 如 ， 表 达 式 g "ig dd !gd 可 简化 为 gig gd. X 
进一步 简化 为 9 "qdq。 不 可 再 简化 的 表达 式 称 为 "规范 式 ”。 


代数 拓扑 学 家 告诉 我 们 ， 每 一 种 绕 线 方式 对 应 双生 成 元 自由 群 中 的 一 个 
TZR. U FAWR: g 和 d 分 别 对 应 顺 时 针 绕 钉子 G 和 DD 一 圈 ， 而 
其 逆 元 g9 工 和 d 工 即 表示 逆 时 针 绕 一 轿 ， 所 以 ， 图 8.1 中 的 绕 线 方法 可 
表示 为 gdg -1d -1。 


拿 掉 某 个 钉子 ， 相 当 于 把 表达 式 中 相应 的 符号 去 掉 ， 如 果 表 达 式 了 最终 可 
简化 为 “4”， 就 意味 着 画 会 掉 下 来 。 以 dggd -1g !g 工 为 例 ， 如 果 拿 掉 钉 
T D， 则 表达 式 变 为 ggg -1g "*， 最 终 可 简化 成 1， 也 就 是 说 ， 画 会 掉 下 
is 而 如 果 拿 掉 钉 子 G， 表 达 式 变 为 dd -*， 也 能 简化 成 MEAM T 








让 我 们 回 到 问题 2: 现在 有 3 个 钉子 〈 记 为 G、M、D) ， 所 以 要 考察 
一 下 3 个 符号 (g、m、d) 的 自由 群 。 要 让 画 掉 下 来 ， 就 是 要 找 出 3 种 
符号 组 成 的 规范 式 ， 无 论 去 挥 哪 种 符号 ， 最 终 都 能 简化 成 1。 其 实用 不 
了 几 分 钟 就 能 得 出 答案 。 这 样 的 表达 式 有 很 多 ， 比 如 gmg -tm -1dmgm 
dg K 二。 试 试看 ， 去 挥 任何 一 个 字母 ， 表 达 式 都 会 简化 为 1 (图 
7:33.3 











图 7.3 问题 2 的 解法 ， 对 应 的 表达 式 为 gmg -lm -ldmgmr-1g -1d -1 


一 幅 男 ， 许 多 钉 ， 更 多 的 代数 


让 我 们 更 进一步 吧 ! A 枚 钉子 的 时 候 有 没有 满足 要 求 的 绕 线 法 呢 ?” 也 区 
古 德 迈 纳 他 们 提出 的 问题 3。 


德 迈 纳 的 团队 在 其 文章 中 一 共 提 出 了 11 个 类 似 的 问题 。 比 如 ， 有 4 枚 
钉子 ， 两 昌 两 红 ， 如 何 绕 线 才能 使 得 在 拿 挥 两 枚 蓝 钉 或 一 枚 红 杀 时， 让 
pif BOE? 这 是 问题 4。 


为 了 回答 这 些 问 题 ， 要 用 到 群 论 的 特殊 工具 一 交换 子 〈 或 换 位 子 ) 。 
对 于 某 群 中 的 A 和 B 两 元 素 ， 其 交换 子 为 表达 式 ABA -1B -1， 记 为 LA, 
B] !。 实 际 上 ，g 和 d 的 交换 子 [g, d] = gdg d -1 就 是 最 早 提 出 的 两 
钉 问 题 的 解 。 交 换 子 有 两 个 好 处 ， 首 先 ， 拿 掉 A 或 B 中 的 任意 一 个 ， 
表达 式 都 能 简化 成 1。 而 且 ，A 和 吾 可 蔡 换 成 表达 式 。 比 如 ， 设 A=gmg 
im 工 且 B=d， 则 交换 子 可 写 为 gmg im -ld(gmg !m !y!d -+。 其 中 (gmg 
-lm -1)1 表示 gmg m 的 反 演 ， 即 能 把 后 者 简化 为 1 的 表达 式 。 在 实际 
计算 中 ， 表 达 式 的 反 演 可 这 样 获得 : 从 右 往 左 倒 着 写 要 反 演 的 表达 式 ， 


并 将 每 个 符号 蔡 换 为 其 道 元 。 所 以 ，(gmg im -1)1= mgm -1g 1。 最 后 ， 
在 交换 子 [A, d] 中 ， 如 果 A 是 两 钉 问题 的 解 ， 那 么 此 交换 子 可 写 为 
gmg -im -1dmgm -tg -td +。 这 正 是 三 钉 问题 的 解 ! 





| 1 很 容易 验证 [A,B] = 1， 当 且 仅 当 AB= BA， 即 A 和 B 点 可 交换 的 。—_ 译 者 注 


所 以 ， 四 和 钉 问 题 的 解法 也 有 了 ， 只 要 写 出 交换 子 LS, x] 的 表达 式 即 
可 ， 其 中 5 是 三 钉 问 题 的 解 ， 由 g、m 和 d 组 成 ，x 表示 新 加 的 第 AA 
钉子 X， 最 终 所 得 的 表达 式 有 22 个 符号 (图 7.4) 。 这 种 方法 还 可 推广 
到 5 枚 钉子 甚至 更 多 ， 但 并 不 保证 得 到 的 是 最 简单 的 解 。 实 际 上 ， 如 果 
用 更 高 级 的 L [g,ml, La, x] ] 形式 ， 四 钉 问题 的 解 可 以 只 有 16 个 符 
TT o 














图 7.4 问题 3 一 一 四 钉 问题 的 解 


拿 掉 4 枚 钉子 中 的 任意 一 枚 ， 画 都 会 掉 下 来 。 绕 线 方 式 对 应 的 表达 式 为 : [[[g, m], d], x] = gmg 
Im!dmgm lg id! xdgmg im1d-imgm-1g"lx-1。 还 是 别 在 家 尝试 了 ， 稍 有 差错 都 会 弄 得 乱七八糟 ! 


红 蓝 钉 问题 也 可 用 交换 子 来 解 。b; M b, 表示 两 个 赣 钉 Cblue) , r, 和 
r> 表示 两 个 红 钉 〈red) ， 只 要 把 [ bib», [r4 r;] 」 展 开 束 可 以 (图 
7.5) 。 





图 7.5 红 蓝 钉 问 题 的 解 


拿 掉 两 枚 蓝 钉 或 一 枚 红 钉 时 ， 画 会 掉 下 来 。 其 解 的 表达 式 为 
bibo. [ri ra] = bibarirori 5 r5 | b, bi ror] n u 


六 位 研究 者 还 证 明了 一 个 十 分 尺 人 的 结论 : 无 论 有 多 少 钉子 ， 有 怎样 的 
要 求 ， 总 能 找到 解法 。 当 然 也 有 限制 一 一 提出 的 要 求 不 能 自 相 下 盾 ， 比 
如 ， 不 能 要 求 拿 掉 1 枚 钉子 时 画 掉 下 来 ， 而 拿 掉 2 枚 钉子 时 画 却 还 能 
住 。 想 想 便 知 ， 假 如 拿 掉 一 枚 钉子 时 ， 画 就 掉 下 来 了 ， 不 可 能 在 拿 掉 第 
二 枚 钉子 后 ， 男 又 自己 挂 回去 。 


不 自 相 矛盾 的 充 要 条 件 是 ， 它 能 写 为 “单调 布尔 函数 ”的 形式 ， 这 是 布尔 
逻辑 中 的 概念 。 在 钉子 挂 画 问题 中 ， 意 味 着 只 能 用 “ 拿 掉 钉 子 XS 
掉 下 来 "等 语句 ， 加 上 连词 “有 旦 ”或 "来 提出 要 求 ， 而 不 能 用 “不 拿 掉 钉子 
XL RPE 


问题 2 可 写 为 单调 布尔 函数 的 形式 ， 即 “ 拿 掉 钉子 G， 或 拿 掉 钉 子 M， 
或 拿 掉 钉子 D， 男 会 掉 下 来 。” 同 样 的 ， 也 可 以 把 问题 4 写成 : “ 拿 掉 钉 
T Bi 且 拿 掉 钉 子 Bo REIT Ro REET Ro MAHT 

来 。” 德 迈 纳 父 子 及 其 团队 证 明 的 ， 正 是 这 些 “ 且 ”和 “或 ”都 有 合适 的 表 
达 式 ， 于 是 ， 所 有 的 挂 画 问题 都 有 解 。 他 们 提出 的 第 11 个 也 是 最 后 1 
个 问题 : 有 6 枚 钉子 ，2 红 2 蓝 2 黄 ， 拿 掉 至 少 2 枚 不 同 颜色 的 钉子 
时 ， 画 会 掉 下 来 。 这 个 要 求 可 写 为 单调 布尔 函数 的 形式 ， 所 以 此 问题 有 




















解 ， 但 这 个 解 很 难 实现 ， 因 为 其 规范 式 的 符号 有 320 个 之 多 。 


虽然 找到 了 通 解 ， 但 挂 画 问题 依然 有 许多 谜 题 。 尤 其 是 ， 我 们 仪 用 代数 
TIRA E ESTO AGO GISBHU SS. CE 7.6) 。 如 
果 人 允许 自 缠 绕 ， 许 多 解 束 能 大 大 简化 ， 但 具体 能 简化 到 何 种 程度 ， 目 前 
还 不 清楚 。 唯 一 能 确定 的 是 ， 从 此 挂 画 方法 将 大 不 同 。 





图 7.6 问题 4 的 男 一 种 解法 一 一 目 缠 绕 


允许 自 缠绕 能 大 大 简化 绕 法 ， 还 可 推广 到 更 多 钉子 。 如 果 拿 掉 4 枚 钉子 中 的 1 枚 ， 这 幅 怪 不 忍 
睹 的 古 画 就 会 掉 下 来 。“《 骑 海豚 的 阿里 伍 》， 据 传 是 弗 朗 切 斯 科 : 比 安 基 : 费 拉 里 所 作 ， 现 存 
英国 牛津 阿 什 策 林 博 物 馆 。) 
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Ho RERBA. MA, RRE ARETE, WRX 
FExeReds RR, MERERI. ” 


“是 啊 ,…… 那 我 应 该 谢谢 你 咯 ? ” 


08 ”认识 地 球 的 形状 


“亲爱 的 朋友 们 ， 是 时 候 让 世界 知道 真相 了 。 地 球 是 平 的 ! 各 国政 
E T RAT: 证 据 就 在 眼前 ! 要 不 然 美国 国家 航空 航天 总 局 为 什么 

要 修改 太空 照片 ? 如 果 地 球 转 得 这 么 快 ， 我 们 怎么 可 能 察觉 不 
H 海水 为 什么 和 海底 地 形 不 一 致 ? 这 些 问 题 谁 都 回答 不 了 ..……… 


“等 等 ， 我 以 为 地 球 是 中 空 zs 的 ， 里 面 有 个 太阳 ， 有 男 一 个 文明 ， 应 
ZERRA. 


“不 对 ， 地 球 不 可 能 既是 平 的 又 是 中 空 的 ， 你 别 胡扯 了 。” 


x k 米 














正方 形 ， 对 大 多 数 人 和 数学 家 来 说 ， 是 一 个 四 有 角 为 和 直角、 四边 相等 、 对 
边 平行 的 多 边 形 。 而 拓扑 数学 家 眼中 的 正方 形 则 完全 不 一 样 。 他 不 在 意 
边 啊 、 角 啊 、 平 行 啊 什 么 的 ， 对 他 来 说， 这 些 都 是 几何 概念 。 正 方形 在 
他 眼中 是 一 条 线 ， 沿 着 这 条 线 一 直 走 会 返回 起 点 。 有 没有 拐 守 也 不 重 

要 ， 这 不 是 他 要 研究 的 问题 。 正 方形 的 拓扑 学 定义 也 适用 于 其 他 形状 ， 
如 长 方形 、 三 角形 、 圆 形 等 


换 句 话说 ， 在 拓扑 学 中 ， 我 们 可 认为 正方 形 和 圆 形 在 某 种 程度 上 就 是 一 
种 东西 ， 它 们 "拓扑 等 价 ”， 或 者 说 得 更 专业 一 点 ， 它 们 * 同 豚 >。 有 具体 的 
定义 我 就 不 细 说 了 ， 我 们 只 要 知道 如 果 拓 扑 学 家 说 “两 拓扑 空间 同 
胚 ”， 无 非 是 用 更 精确 的 方法 说 明 他 正在 研究 的 两 个 形状 大 致 相同 。 所 
以 ， 人 们 和 常 说 拓扑 学 是 “橡胶 几何 学 ”如果 一 个 物体 能 变形 成 另 一 个 物 
体 ， 那 它们 就 是 同一 个 物体 。 


因此 ， 拓 > 扑 学 可 以 阐述 为 : 去 挥 所 有 几何 性 质 后 ， 再 对 几何 形状 进行 研 
完 的 科学 。 拓 x 扑 学 的 有 趣 之 处 在 于 ， 其 研究 方法 可 以 让 我 们 了 解 地 球 到 
底 是 什么 形状 。 


让 我 们 问 得 更 准确 一 : 地 球 表面 是 什么 形状 ? 有些 八 会 BURG 

H. EA 说 地 球 乐 是 加 的 | 两 极 稍 局 ， 这 其 实 
Ri. Eus ABMS, ARAME ANN NARE AMEA 
聪明 的 人 会 及 驳 说 ， 地 球 是 土豆 形 的 。 在 历史 上 ， 茶 些 宗 教 非 要 说 地 球 





























征 平 的 ， 谁 敢 反对 惑 要 受 惩罚 。 


最 后 这 种 说 法 在 很 久 以 前 就 被 许多 物理 实验 驭 倒 。 但 从 拓扑 学 来 看 ， 说 
地 球 是 平 的 ， 并 不 完全 是 无 稽 之 谈 。 地 球 也 可 能 是 其 他 形状 ， 考 虑 过 所 
有 情况 之 后 再 定论 比较 稳妥 。 地 球 到 底 是 什么 形状 呢 ? 在 讨论 我 们 生活 
的 星球 之 前 ， 我 们 先 看 看 其 他 的 世界 ， 比 如 电子 游戏 中 的 世界 。 


马里 奥 匈 第 的 星球 


第 一 个 有 趣 的 例子 ， 是 任 天 答 公司 在 1985 年 发 行 的 游戏 《超级 马里 奥 
匈 第 》 中 的 第 一 天 。 从 拓扑 角度 看 ， 这 个 世界 是 什么 样 呢 ? 


第 一 个 要 扣 束 是 这 个 世界 有 两 个 维度 ， 可 在 左右 和 上 下 两 个 方向 上 移动 
(上 下 方向 可 跳 起 再 落下 ) 。 马 里 奥 在 纵深 方 辐 上 无 法 做 任何 动作 ， 所 
以 游戏 被 限制 在 二 维 中 。 第 二 个 要 点 是 ， 马 里 奥 的 世界 有 边界 ， 左 右 两 
边 都 有 看 不 见 的 墙 ， 无 法 通过 ;， 也 不 能 钻 进 地 抵 下 一 一 先 不 考虑 地 洞 ， 
马里 奥 挥 进 洞 里 就 死 了 ， 而 地 洞 那 一 关 是 男 一 个 世界 ， 屏 知 的 上 沿 ， 即 
天 空 ， 也 可 视 作 一 个 界限 。 在 这 个 世界 中 ， 我 们 留 大 小 胡子 的 主人 公 被 
限制 在 4 条 无 法 逾越 的 边界 内 。 于 是 ， 他 从 某 一 点 出 太 ， 总 会 在 某 处 被 
挡住 ， 不 可 能 想 走 多 远 就 走 多 远 。 这 时 ， 我 们 说 此 空间 是 “ 紧 空 间 ”1。 
































1 拓扑 学 中 空间 紧 性 的 严格 定义 要 比 这 复杂 一 干 倍 ， 细 节 就 不 详 说 了 。 


总 之 ，《 超 级 马里 奥 兄 第 》 的 第 一 关 展 现 了 一 个 二 维 桶 空间 ， 只 有 一 个 
边界 ， 可 类 比 于 长 方形 所 占 空间 。 从 拓扑 角度 说 ， 这 一 空间 在 变形 之 
后 ， 也 可 被 视 为 正方 形 ， 甚 至 圆 盘 (图 8.1) 。 








图 8.1 《超级 马里 奥 郊 第 》 中 的 第 一 关 空 间 


游戏 中 有 少数 几 个 关卡 不 是 这 样 的 。 第 一 关 的 空间 是 长 方形 (a)。 变 形 之 后 ， 我 们 可 以 把 它 视 为 
正方 形 (b) 或 圆 盘 形 (c)。 


我 们 再 来 看 一 个 复杂 点 的 例子 。1983 年 发 行 的 街机 版 《马里 奥 兄 弟 》 
游戏 中 ， 马 里 奥 和 路 易 吉 的 空间 惑 屏 幕 那么 大 ， 他 们 的 目标 是 消灭 其 中 
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人 依然 是 在 上 下 和 左右 两 个 维度 上 动作 。 


街机 版 《马里 奥 兄 第 》 的 特别 之 处 在 于 ， 如 果 从 左边 走出 去 ， 还 能 从 右 
VE bI, 反之 亦 然 ， 因 此 说 不 上 有 什么 边界 。 RATAAN ERA 
征 一 回 事 ， 而 上 下 倒是 有 边界 。 这 个 空间 依然 是 紧 空 间 ， 因 为 不 管 往 右 
走 多 远 ， 最 终 还 是 会 回 到 起 点 ， 也 就 是 说 ， 不 可 能 离 起 点 任意 远 。 从 拓 
扑 学 上 看 ， 可 以 说 马里 奥 和 路 易 基 所 在 的 空 x 间 是 圆柱 面 。 

















为 了 便于 理解 ， 我 们 可 以 把 屏幕 想象 成 一 张 纸 ， 在 左右 两 边 设置 一 些 粘 
合 点 《数学 性 粘 合 ， 让 两 个 拓扑 空间 能 完美 连接 ) ， 然 后 把 它 卷 起 来 ， 
让 左右 两 边 对接 ， 这 样 我 们 束 得 到 了 一 个 圆柱 面 ， 也 能 看 出 为 什么 马里 
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住 在 二 维 世 界 ， 其 实 他 们 所 在 的 空间 是 一 个 圆柱 面 (图 8.2) 。 





图 8.2 街机 版 《马里 奥 兄 第 》 的 界面 可 视 为 左右 两 边 等 同 的 正方 形 
(a) 或 者 圆柱 面 (b) 


总 之 ， 街 机 版 《马里 奥 兄 种》 的 空间 是 一 个 二 维 紧 空 间 ， 有 两 个 边界 。 





根据 不 同 的 观察 方法 ， 这 个 空间 可 视 为 一 个 左右 两 边 等 同 的 正方 形 ， 也 
可 视 为 一 个 圆柱 面 。 


游戏 世界 还 存在 其 他 形状 ， 比 如 1979 年 发 行 的 街机 版 射击 游戏 《小 行 
星 》。 在 游戏 中 ， 宇 宙 飞 船 要 消灭 从 四 面 八 方 飞 来 的 小 行星 。 这 个 游戏 
依然 是 二 维 的 ， 飞 船 可 以 上 下 、 左 右 移 动 。 但 游戏 中 的 宇宙 没有 边界 ， 
如 果 飞 向 从 屏幕 右边 飞 出 去 ， 马 上 又 会 从 左边 飞 回 来 ， 如 有 果 从 上 边 飞 出 
去 ， 又 会 出 现在 屏幕 底下 ， 反 之 亦 然 。 所 以 ， 这 个 空间 依然 是 紧 空 间 ， 
因为 飞船 不 可 能 飞 离 出 发 点 任意 远 。 


从 拓扑 学 上 看 ， 我 们 可 以 次 这 个 空间 是 环 面 ， 好 像 一 个 醋 甜 图， 或 者 救 
生 疾 ， 或 者 自行 车 内 胎 的 表面 。 我 们 还 是 用 纸 来 帮助 理解 。 把 屏幕 当 作 
弹性 纸 ， 先 把 左右 两 边 对 接 ， 得 到 一 个 圆柱 面 。 这 时 上 下 两 边 ， 即 圆柱 
面 的 项 边 和 底 边 ， 是 两 个 圆 。 再 把 这 两 个 圆 对 接 起 来 ， 圆 柱 面 就 变 成 了 

















环 面 。 


简 而 言 之 ， 街 机 版 《小 行星 》 游 戏 的 界面 是 一 个 无 界 二 维 紧 空 间 。 根 据 
观察 方法 不 同 ， 可 视 为 对 边 等 同 的 正方 形 ， 或 者 环 面 。 


《马里 奥赛 车 》 的 星球 
正方 形 的 对 边 可 以 等 同 ， 但 怎么 个 两 两 等 同 法 儿 呢 ? 


我 们 再 以 界面 为 圆柱 面 的 街机 版 《马里 奥 了 见 弟 》 为 例 。 可 以 想象 ， 马 里 
奥 在 地 上 走 痢 ， 从 屏幕 右边 出 去 ， 又 从 大 边 回 来 ， 不 过 头 基 下 ， 脚 在 天 
伦 板 上 。 然 后 走 着 走 着 ， 他 又 从 右边 出 去 了， 这 次 脚 看 地 从 左边 回来 。 
这 个 假想 的 界面 可 视 为 正方 形 左右 两 边 等 同 但 方向 相反 。 在 这 种 情况 
下 ， 天 论 板 和 地 面 无 法 区 分 ， 它 们 是 同一 边界 。 从 几何 学 上 看 ， 可 以 说 
这 个 界面 是 一 个 莫 比 乌 斯 环 。 


莫 比 乌 斯 环 可 简单 地 用 纸 条 做 出 ， 只 要 把 纸 条 的 一 边 翻转 半 圈 ， 然 后 和 
另 一 边 相 接 即 可 。 仔 细 研 究 一 下 莫 比 乌 斯 环 的 细节 ， 你 就 会 发 现 它 有 着 
许多 惊人 的 性 质 (图 8.3) 。 





图 8.3 ELE ES rS A) 可 由 环形 ( 左 ) 获得 ， 只 要 把 环形 前 开 ， 然 
后 把 两 边 反 回 相 接 即 可 


首先 ， 葛 比 乌 斯 环 只 有 一 条 边界 。 用 手指 沿边 缘 绕 一 圈 ， 就 会 发 现 虽然 
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不 仅 如 此 ， 英 比 乌 斯 环 也 只 有 一 个 面 。 用 手指 沿 着 “外 表面 "统一 疾 ， 会 








回 到 起 点 ， 不 过 是 在 “内 表面 "。 其 实 ， 英 比 乌 斯 环 没 有 所 谓 “ 外 表 
面 ”? 和 ?内 表面 >， 因为 就 是 一 个 面 ! 在 《马里 奥赛 车 8》 中 ， 有 一 条 赛 道 
a a 


治 着 中 线 把 莫 比 乌 斯 环 剪 开 ， 不 会 得 到 两 个 莫 比 乌 斯 环 ， 而 是 一 个 有 两 

面 的 普通 环 。 原 因 很 简单 : 盘 的 动作 增加 了 一 条 边界 。 由 此 得 到 的 表面 

总 是 一 样 长 ， 但 有 两 条 边界 ， 也 就 是 一 个 普通 的 
É (图 8.4) ! 








图 8.4 HAR HEG HA 


如 果 沿 着 中 线 把 莫 比 乌 斯 环 剪 开 ， 得 到 的 形状 有 两 条 边界 ， 一 条 是 原来 莫 比 乌 斯 环 的 边界 
CL HE), -RENHAR RE). 


正方 形 的 边 还 能 通过 其 他 方式 对 等 ， 能 得 到 和 英 比 马 斯 环 一 样 奇 异 的 几 
何 体 “。 说 也 说 不 完 ， 我 就 不 说 了 。 


“如 克 莱 因 瓶 或 伯 伊 曲面 。 和 莫 比 乌 斯 环 一 样 ， 这 些 拓扑 空间 都 只 有 一 个 面 ， 但 它们 无 法 在 三 
维 空间 中 完美 呈现 ， 所 以 比较 难以 想象 。 














拓扑 学 家 看 地 球 


让 我 们 回 到 地 表 形 状 的 问题 。 可 以 肯定 的 是 ， 我 们 星球 的 表面 在 总 体 上 
古 一 个 二 维 拓扑 空间 ， 更 准确 地 说 ， 是 数学 家 所 称 的 “二 维 流 形 ”。 这 意 
"a, 星球 表面 上 所 有 的 点 都 被 一 个 点 圆 盘 围 经 ， 这 个 总 加盟 可 以 变 
形 ， 也 可 以 很 微小 。 在 实际 情况 中 ， 这 意味 着 无 论 我 们 在 流 形 上 何 处 ， 

只 要 我 们 足够 小 ， 流 形 在 我 们 看 来 就 像 平 面 。 在 这 个 表面 上 ， 可 沿 两 个 
方 问 移动 ， 即 有 两 个 维度 。 除 了 两 极 ， 我 们 总 能 治 南 北方 向 和 东西 方 移 
动 。 如 果 还 有 上 下 方向 ， 那 就 有 了 第 三 维 ， 但 这 里 讨论 的 只 是 地 球 表 
面 ， 所 以 不 涉及 第 三 维 。 


第 二 个 要 点 ， 也 是 我 们 经 第 忘记 的 要 点 ， 束 古 地 球 表 面 是 可 定向 面 ， 也 
就 是 说 ， 如 果 我 从 某 处 “如 巴黎 ) 出 及 ， 绕 地 球 几 图 最 后 回 到 起 点 ， 不 
管 路 线 如 何 ， 都 不 可 能 头 胃 下 、 脚 贴 地 走 回 来 。 如 果 地 球 表面 是 莫 比 乌 
斯 环 ， 这 种 情况 就 有 可 能 ， 那 也 太 怪 异 了 。 所 以 ， 地 表 形 状 肯 定 不 是 英 
比 乌 斯 环 ， 也 不 是 任何 含有 英 比 马 斯 环 的 表面 。 


第 三 个 要 氮 是 连通 性 : Er 仑 我 们 在 地 表 哪 一 点 ， 总 可 以 在 不 离开 地 表 的 
情况 下 到 达 其 他 任意 一 点 。 地 表 是 连通 的 ， 是 一 整 片 。 月 球 表面 就 不 是 
地 球 表面 的 组 成 部 分 。 


最 后 一 个 确定 地 表 拓 扑 性 质 所 需 的 要 点 一 一 其 实 ，15 世纪 到 16 世纪 的 
探险 家 早已 经 发现 了 这 一 点 一 一 紧 致 无 界 。 所 以 ， 地 球 不 是 平 的 ! 地 表 
没有 边界 ， 因 为 哥伦布 从 未 到 过 一 个 地 方 ， 从 那里 再 往外 什么 也 没有 ， 

而 如 果 地 表 是 圆 盘 或 圆柱 面 ， 就 会 存在 那样 的 地 方 。 地 表 是 紧 空 间 ， 因 
为 麦哲伦 最 远 只 能 离开 出 发 点 2 万 公里 左右 ， 而 如 果 地 表 是 无 限 长 的 平 
面 或 条 带 ， 他 就 能 走 得 更 远 。 


所 以 ， 地 球 表面 是 可 定向 、 紧 致 、 连 通 、 无 界 的 二 维 拓扑 空间 。 刚 好 有 
一 个 定理 研究 此 类 情况 ， AER 连通 、 无 界 二 维 拓扑 流 形 
分 类 定理 ”。 这 个 名 字 是 个 是 很 有 创意 ? 顾名思义 ， 这 个 定理 要 找 出 所 
有 符合 这 些 要 求 的 表面 ， 而 可 能 性 并 不 多 ， 只 能 是 球形 (或 其 变形 ) 
环形 或 者 多 环形 。 


拓扑 学 家 可 以 得 出 的 结论 是 ， 地 球 可 能 是 球形 ， 但 也 可 能 是 环形 或 者 几 
个 环形 相连 。 里 然 他 们 对 没入 想 过 的 问题 给 出 了 完全 个 能 信人 满 意 的 答 
案 ， 但 我 们 还 是 要 感谢 他 们 ! 
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“欢迎 来 到 "地球 形状 阴谋 论 ' 大 会 。 讨 论 会 美国 国家 航空 航天 总 局 

-真相 ”将 于 10 点 在 阶梯 教室 B 11 
是 报告 会 地球 中 空 ， 我 有 证 据 !，。13 点 30 是 报告 会 ‘地 球形 如 
na 文 色 面 包 图 '， 证 明 我 们 的 地 球 是 环形 ， 首次 揭秘 ， 不 要 错 
A. 今天 最 后 一 场 讨 论 会 是 ‘< 地球 是 英 比 乌 斯 环 ”"， 将 于 15 点 30 举 
行 ， 您 将 听 到 个 可 由 议 的 故事 : 一 个 人 环绕 地 球 一 圈 却 没有 回 到 起 
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09 ”认识 宇宙 的 形状 
“你 知道 吗 ， 如 果 在 宇宙 中 一 直 往 右 走 ， 可 能 某 天 就 走 回 地 球 啦 。>” 
«n? 不 对 吧 ， 宇 宙 是 无 限 的 啊 ..….. ? 
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我 们 已 经 大 致 研究 过 地 球 表面 的 形状 ， 那 让 我 们 把 目光 放 远 一 点 : 宇宙 
征 什么 形状 呢 ? 这 其 实 提出 了 两 个 不 同 的 问题 一 一 宇宙 有 什么 样 的 几 

何 ， 以 及 宇宙 有 什么 样 的 拓扑 。 宇 宙 的 几何 学 研究 的 是 空间 的 弯曲 ， 比 
如 两 点 之 间 是 不 是 直线 距离 最 短 ， 三 角形 内 角 和 是 多 少 度 ， 等 等 。 所 

以 ， 几 何 关 心 的 问题 是 宇宙 在 每 一 点 处 的 局 部 形状 。 而 研究 宇宙 形状 的 
男 一 种 方法 是 探索 宇宙 的 总 体外 形 。 比 如 ， 我 们 可 以 推测 宇宙 是 无 限 

的 ， 但 这 其 实 没有 回答 总 体外 形 的 问题 ， 因 为 有 很 多 种 拓扑 形状 都 是 无 
限 的 。 那 么 ， 宇 宙 从 总 体 上 看 到 撒 是 什么 形状 ? 宇宙 从 外 面 看 起 来 是 什 
么 样子 ? 我 们 生活 在 一 个 三 维 世 界 ， 所 以 只 要 离 地 球 远 一 点 ， 就 可 以 看 
出 地 球 表面 这 个 二 维 面 是 球面 ， 而 不 是 环 面 。 然 而 ， 如 果 想 用 同样 的 方 
法 去 看 宇宙 的 形状 ， 那 就 要 到 宇宙 外 面 去 一 一 这 根本 就 是 不 可 能 的 。 而 
真正 无 法 逾越 的 困难 是 ， 我 们 必须 要 在 四 维 空间 中 才能 看 清 宇宙 的 拓 

扑 。 活 在 三 维 空间 的 人 类 ， 能 做 的 也 只 有 假设 了 .…... 有 些 假设 看 起 来 很 
m, HIED fÉ. 


3 re E i PL, PE US ? 


我 们 要 问 的 第 一 个 问题 是 : 宇宙 是 无 限 的 吗 ? 大 家 都 倾 问 于 肯定 的 回 

答 ， 因 为 在 宇宙 中 一 直 往 右 走 ， 走 着 走 大 撞 到 增 的 概率 很 小 。 此 时 ， 宇 
HA RO 空间 的 拓扑 。 这 个 空间 也 就 是 我 们 在 学 校 学 过 的 三 维 空间 ， 每 
一 维 都 无 限 延 伸 。 相 反 地 ， 我 们 可 以 假设 宇宙 并 非 无 限 ， 而 且 有 界 。 这 
时 ， 我 们 就 要 把 宇宙 视 为 巨大 球体 的 内 部 ， 或 者 巨大 环形 的 内 部 ， 再 看 
























































看 其 表面 有 哪些 可 能 的 拓扑 。 我 们 会 得 出 与 地 表 一 样 的 结论 ， 因 为 要 满 
足 的 假设 也 是 一 样 的 。 


但 是 ， 有 没有 一 种 拓扑 ， 有 限 却 无 界 呢 ? ME, MEARE. 


为 了 便于 理解 ， 我 们 来 做 一 次 数学 幻想 吧 。 假 设 宇宙 是 巨大 立方 体 的 内 
部 ， 立 方 体 称 为 宇宙 的 “基本 域 "。 这 个 立方 体 有 6 个 面 。 可 以 想象 ， 如 
果 有 人 穿 过 立方 体 的 一 面 ， 就 会 进入 另 一 个 宇宙 ， 后 者 与 第 一 个 宇宙 完 
全 一 样 。 这 些 宇宙 有 无 穷 多 个 ， 每 个 者 一样， 一 个 个 堆 起 来 。 此 时 ， 如 
果 我 穿 过 立方 体 宇 宙 的 右 侧面 ， 那 么 左边 宇宙 中 的 “我 "也 会 罕 过 一 个 
面 。 既 然 所 有 宇宙 都 一 模 一 样 ， 那 么 我 们 可 以 认为 只 有 一 个 宇宙 ， 而 罕 
过 一 个 面 就 是 “ 瞬 移 ?到 相对 面 的 同一 位 置 。 如 宋 我 站 在 这 样 的 拓扑 空间 
中 ， 就 能 观察 到 前 后 、 左 右 、 上 下 都 有 一 样 的 我 ， 无 穷 无 尽 。 


立方 体 宇宙 可 以 和 游戏 《小 行星 》 中 对 边 两 两 等 同 的 世界 做 一 个 类 比 。 
从 拓扑 学 上 说 ， 这 个 游戏 中 的 二 维 世 界 可 被 视 为 三 维 空间 中 的 环 面 。 芯 
方 体 宇宙 在 更 局 维度 中 也 是 环 ， 即 所 请“ 超 环 *。 这 个 假说 看 似 怪 寞 ， 却 
并 未 被 物理 观测 否定 。 


假设 宇宙 是 一 个 三 维 的 环 。 我 在 地 球 上 拿 望 远 镜 看 向 茶 个 方向 ， 一 颗 星 
似乎 特别 遥远 ， 但 它 可 能 就 是 太阳 ! 太阳 朝 各 向 发 光 ， 可 以 经 过 不 同 路 
径 到 达 望 远 镜 ， 有 些 光 线 甚 至 纸 宇 宙 一 圈 。 换 句 话 说 ， 在 环形 宇宙 中 ， 
一 个 光源 能 够 成 好 几 个 不 同 的 像 。 物 理学 家 称 之 为 “拓扑 幻象 ”， 类 似 于 
在 挂 满 镜子 的 房间 里 看 到 的 景象 。 运 今 为 止 ， 人 们 还 未 观测 到 任何 “ 拓 
扑 约 象 ”。 但 几何 约 象 已 被 观测 到 ， 在 宇宙 中 茶 些 地 方 ， 如 在 黑洞 附 
Xr, “距离 ”被 弯曲 了 : 波长 一 样 的 光 从 A 点 传播 到 也 点 会 有 好 几 种 不 
同 的 路 径 ， 于 是 ， 光 看 似 来 目 不 同 的 光源 。 












































图 9.1 超 环 


超 环 是 紧 致 宇宙 的 备 选 模型 之 一 。 这 是 对 面 等 同 的 立方 体 。 在 这 样 的 宇 害 中， 如 果 一 只 “宇宙 
虫 ” 穿 过 一 面 ， 它 会 出 现在 相对 面 的 同一 位 置 。 

















问题 在 于 ， 如 果 罕 宙 太 大 ， 残 不 可 能 观测 到 这 种 效应 。 据 估计 ， 宇 宙 的 
ERCA 140 L7 AA. IRAR, RITR REMET) 140 亿 光 年 以 内 的 
宇宙 。 实 际 上 ， 因 为 宇宙 在 膨胀 ， 光 在 140 亿 年 中 走 过 的 距离 要 大 于 
140 亿 交 年 。 宇 宙 地 平 线 ， 即 我 们 能 观察 到 的 宇宙 最 远 处 ， 大 概 距 我 们 
465 亿 光 年 。 所 以 ， 从 地 球 上 看 ， 可 观测 宇宙 是 以 地 球 为 球 心 的 球体 ， 
其 直径 为 930 亿 光 年 。 假 设 宇宙 是 个 超 环 ， 其 基本 立方 体 边 长 大 于 930 
亿 光 年 ， 那 么 我 们 看 到 的 光线 部 不 可 能 是 环绕 宇宙 而 来 。 因 此 ， 我 们 也 
就 无 法 观测 到 拓扑 约 象 。 


另外 18 个 可 能 的 宇宙 


具体 来 说 ， 我 们 对 宇宙 拓扑 到 夺 了 解 什么 昵 ?可 以 肯定 的 是 ， 人 至少 在 我 
们 的 尺度 上 上， 宇宙 是 一 个 三 维 流 形 。 这 意味 着 ， 在 空间 中 任意 一 点 周围 
1 米 范 围 内 的 所 有 点 形成 了 一 个 三 维 球体 。 


物理 学 家 还 提出 ， 宇 宙 是 均 质 且 各 问 同 性 的 ， 也 就 是 说 ， 在 地 球 上 观测 
的 结果 与 数 干 亿 光 年 之 外 的 某 颗 星 上 观测 的 结果 相同 。 所 谓 空间 的 “ 几 
何 ”， 指 的 是 在 此 空间 中 度量 距离 的 方法 。 举 例 来 说 ， 一 张 纸 有 它 的 几 
何 ， 一 个 球面 也 有 它 的 几何 。 在 一 张 纸 上 ， 两 点 之 间 的 距离 是 连接 两 点 
的 线段 的 长 度 ， 可 以 用 勺 股 定理 计算 。 如 采 距 离 是 通过 这 种 方法 计算 

的 ， 此 类 空间 就 叫 作 欧 几 里 得 空间 。 而 在 球面 上 不 能 用 同样 的 方法 计算 
距离 ， 因 为 两 点 之 间 没 有 “直线 ”相连 。 球 面 上 两 点 之 间 的 最 短路 程 是 大 
加 的 一 段 弧 ， 距 离 的 度量 方式 也 因此 不 同一 一 这 就 是 球面 几何 。 还 有 一 
种 基本 的 几何 ， 叫 作 双 曲 儿 何 ， 大 概 相 当 于 马鞭 和 面 的 几何 (图 9.2) 。 























(a) (b) 
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图 9.2 不 同 几何 的 度量 








一 个 表面 可 以 有 特定 的 几何 ， 几 何 就 是 度量 距离 和 角度 的 方式 。 适 用 的 几何 不 同 ， 三 角形 内 角 
和 也 不 同 。 在 欧 氏 几何 中 (a)， 三 角形 内 角 和 是 1809; 在 球面 几何 中 (b)， 三 角形 内 角 和 大 于 
180"， 一 个 三 角形 甚至 可 以 有 3 个 直角 ;而 在 双 曲 几何 ， 即 马鞍 面 几 何 中 (O， 三 角形 内 角 和 人 小 
F 180°. 


享 利 ' 庞 加 沫 提出 了 一 个 尤为 重要 的 单 值 化 定理 : 一 个 面 总 可 以 适用 这 
三 种 几何 中 的 一 种 1。 特别 是 ， 只 有 与 球面 拓扑 等 价 的 面 ， 才 能 适用 球 
面 几 何 。 地 球 表面 适用 球面 几何 ， 于 征地 表 的 真正 形状 就 可 以 定论 。 这 
个 定理 还 有 一 个 三 维 的 版 本 : 空间 总 适用 8 种 几何 中 的 一 种 或 几 种 。 但 
三 维 版 本 至 今 没 有 被 证 明 。 幸 好 宇宙 是 均 质 且 各 问 同 性 的 ， 因 此 我 们 可 
以 把 范围 缩小 到 3 种 : 球面 几何 、 欧 几 里 得 几何 和 双 曲 几何 。 
























































! 当 然 ， 定 理 的 实际 叙述 要 准确 得 多 ; “任何 二 维 黎 曼 流 形 在 双 映 射 下 共 形 于 常 高 斯 曲率 的 黎 最 
流 形 。* 光 解释 这 些 术语 就 要 再 写 两 页 纸 ， 我 们 还 是 一 带 而 过 吧 。 








几何 与 空间 的 拓扑 相关 。 如 宋 宇 宙 适 用 球面 几何 ， 那 么 宇宙 的 拓扑 必须 
紧 致 ， 也 就 是 说 ， 在 一 个 或 几 个 方向 上 有 限 。 然 而 ， 如 果 按 照 普遍 的 看 
a A 
a 


19 世纪 ， 高 斯 推测 宇宙 可 能 不 适用 欧 氏 几何 。 于 是 ， 他 目 己 跑 去 训 量 
了 三 座 山 峰 形成 的 三 角形 的 内 角 和 ， 幸 好 ， 结 果 是 180"， 证 明 宇 宙 确 实 
适用 欧 氏 几何 。 但 是 ， 谁 也 不 能 保证 这 在 更 大 尺度 上 依然 为 真 。 人 类 大 


总 之 ， 我 们 暂且 假定 宇宙 适用 欧 氏 几何 ， 然 后 来 看 看 有 哪 18 种 可 能 的 
拓扑 。 之 前 已 经 提 到 R 型 拓扑 《各 向 无 限 ) 和 环形 拓扑 〈 各 向 有 
限 ) ， 当 然 还 有 其 他 可 能 。 


比如 ,“ 转 半 圈 ?型 拓扑 《图 9.3a) ， 其 基本 域 依然 是 一 个 巨大 的 立方 
体 。 如 果 罕 过 立方 体 的 一 面 ， 会 出 现在 相对 面 。 其 中 一 组 相对 面 ， 比 如 
左 侧面 和 右 侧面 ， 拥 有 特别 的 性 质 : 罕 过 其 中 一 面 ， 会 头 朝 下 《〈 即 翻转 
180?) 出 现在 相对 面 。 换 句 话说 ， 如 果 里 处 此 拓扑 空间 ， 你 会 看 见 自 己 
头 朝 下 的 后 背 。 这 种 拓扑 还 有 一 个 变种 一 一 “ 转 四 分 之 一 疾 ” 拓 扑 ， 基 本 
道理 一 样 ， 只 不 过 你 出 现在 为 一 面 时 会 翻转 四 分 之 一 疾 (图 9.3b)。 


(a) (b) 





图 9.3 “ 转 半 圈 ” 型 拓扑 (a) 和 “ 转 四 分 之 一 圈 ” 型 拓扑 (b) 


两 种 拓扑 的 基本 域 都 是 立方 体 ， 对 面 两 两 等 同 。 在 这 样 的 宇宙 中 ， 如 果 巨 大 的 宇宙 虫 穿 过 一 个 
面 ， 就 会 出 现在 相对 面 的 同一 位 置 ， 但 穿 过 某 组 相对 面 〈 柳 色 〉 时 ， 宇 宙 虫 会 翻转 1909 EX. 
90°。 


按照 相同 的 思路 ， 还 可 以 衍生 出 棱柱 拓扑 ， 其 基本 域 不 是 立方 体 ， 而 是 
六 棱柱 《图 9.4) ， 由 此 可 引出 不 同 于 立方 体 拓扑 的 其 他 拓扑 。 此 外 还 
有 更 复杂 的 汉 泽 一 温 特 (Hantzsche-Wendt) 空间 ， 其 基本 域 不 是 立方 体 
而 是 正 十 二 面体 (图 9.5) 。 








图 9.4 两 种 棱柱 拓扑 


此 时 ， 宇 宙 虫 穿 过 一 个 四 边 形 面 ， 会 从 相对 面 以 同样 形态 出 现 。 六 边 形 面 则 不 同 ， 蓝 色 宇 宙 虫 
穿 过 六 边 形 面 并 从 对 面 出 现时 ， 会 翻转 60° (a) 或 120? (b)。 可 以 证 明 ， 蓝 色 宇 宙 虫 不 发 生 翻 转 
的 棱柱 拓扑 等 价 于 超 环 拓扑 。 





图 9.5 汉 漳 一 温 特 拓 扑 
这 种 拓扑 的 基本 域 是 正 十 二 面体 (12 个 面 都 是 相同 的 萎 形 ) ， 各 个 面 两 两 对 称 后 等 同 。 


最 后 还 有 3 种 拓扑 ， 都 在 某 一 个 或 几 个 方向 上 无 限 : 两 种 “ 烟 移 ?拓扑 ， 
ee 
限 。 


现在 共有 10 种 符合 欧 氏 几何 的 拓扑 ， 都 可 作为 宇宙 真正 拓扑 的 备 选 模 
型 。 男 外 8 种 拓扑 具有 类 似 莫 比 乌 斯 环 的 特性 ， 比 如 不 可 定 癌 的 SO(3) 
拓扑 。 这 些 拓扑 的 基本 域 也 是 巨大 立方 体 ， 如 果 罕 过 一 面 ， 会 出 现在 相 
对 面 ， 但 会 经 过 平面 ) 对 称 变换 。 如 果 我 站 在 这 样 的 空间 中 ， 和 环形 
拓扑 一 样 ， 会 在 各 个 方向 上 看 见 上 自己。 不同 的 是 ， 我 抬 起 左手 ， 其 他 
的 “我 ”会 抬 起 右手 。 


不 可 定 同 宇宙 能 赋予 科 约 小 说 作家 很 棒 的 灵感 。 经 过 几 年 的 环宇 宙 巡 
航 ， 马 殉 : 添 尔 伯 格 饰演 的 太空 宇航 员 终 于 回 到 地 球 上 ， 却 发 现 一 切 都 











变 了 : 人 关 的 心脏 长 在 右边 ， TUER 





























? 柠 榜 的 味道 来 自 柠檬 烯 ， 它 有 两 种 异 构 体 D 和 工 ， 其 结构 镜面 对 称 。 其 中 一 种 自然 存在 于 柠 
檬 中 ， 而 另 一 种 存在 于 橙子 中 。 
























































31969 年 罗伯特 - 帕 里 什 导演 的 电影 《对 魔 惊 潮 》 (Doppelgänger) 中 就 有 这 一 设 定 。 但 在 片 
中 ， 出 现 对 称 的 地 球 不 是 因为 宇宙 的 拓扑 不 定向 ， 而 是 以 太阳 为 对 称 点 还 有 另 一 个 地 球 。 





这 样 的 故事 虽然 有 趣 ， 却 与 物理 经 验 不 符 。 其 实 ， 有 些 粒子 寞 于 自己 的 
镜像 ， 比 如 中 微 于 。 但 我 们 的 宇宙 中 只 存在 一 种 形式 的 中 微 子 。 如 打字 
宙 不 定 问 ， 那 应 该 有 两 种 形式 共存 。 


宇宙 是 高 维 球面 吗 ? 


考虑 适用 欧 氏 几何 的 拓扑 ， 我 们 已 得 出 10 种 可 能 。 如 果 如 爱 因 斯 坦 所 
， 宇宙 是 三 维 球面 ， 那 又 会 怎样 呢 ? 我 们 先 来 看 看 这 到 底 是 什 
么 空间 。 


首先 要 区 分 一 下 球面 和 球体 。 球 面 是 中 空 的 几何 体 ， 而 球体 是 实心 的 。 

三 维 球 面 和 三 维 球体 不 是 一 回 事 。 比 如 ， 足 球 不 能 算 球 体 ， 因 为 它 是 中 
空 的 ， 应 该 说 它 是 球面 ， 这 个 球面 古 二 维 的， 因为 只 十 表面 。 而 台球 束 
UL E 是 货真价实 的 三 维 球体 。 我 们 以 后 得 

说 “足球 面 ”! 


但 是 ， 这 并 未 说 明 三 维 球面 S? 是 什么 样子 的 。 为 了 理解 这 一 点 ， 我 们 
先 来 看 看 更 低 维 、 更 直观 的 球面 。 二 维 “ 球 面 ” 就 是 我 们 常见 的 中 空 球 
面 ， 一 维 球面 就 是 一 个 圆 。 相 对 地 ， 二 维 “ 球 体 ” 仅 仅 是 一 个 圆 盘 ， 即 实 
心 圆 。 


这 时 ， 拓 扑 学 家 做 了 一 件 令 人 和 拜 服 的 事情 : 如 果 把 两 个 圆 盘 《〈“ 即 二 维 球 
Wo 沿边 界 相 接 ， 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 可 以 把 两 个 橡胶 圆 片 治 边缘 粘 起 
来 ， 然 后 往 里 吹 气 ， 就 形成 了 二 维 球面 。 


也 就 是 说 ， 两 个 球体 沿边 界 相连 ， 就 可 以 得 到 球面 ， 而 且 这 种 做 法 在 所 
有 维度 下 都 成 立 。 所 以 ， 三 维 球面 可 由 两 个 三 维 球体 沿边 界 连接 而 成 











(图 9.6) 。 要 把 两 个 实心 球 沿 表面 完全 贴 合 在 一 起 ， 在 我 们 的 三 维 世 
界 中 无 法 操作 ， 在 至 少 四 维 空间 中 才能 实现 。 
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J ] 
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图 9.6 两 个 三 维 球体 构成 三 维 球面 


两 个 “球体 ”( 记 为 DY) 沿边 界 相 接 ， 可 得 “球面 ”( 记 为 SN ) 。 在 一 维 世界 中 ， 把 两 段 弧 

D! (一 维 " 球 体 ") 对 接 成 一 个 圆 S1 (一 维 " 球 面 ") 。 在 二 维 空间 中 ， 把 两 个 圆 盘 D2 (二 维 球 
体 ") 沿边 缘 相 接 ， 得 到 球面 $2 〈 二 维 "球面 ") 。 在 三 维 空间 中 ， 原 理 一 样 ， 但 很 难 想象 把 两 个 
实心 球体 (D3) 沿边 界 对 接 。 
















































































借助 这 种 构造 方法 ， 我 们 可 以 感受 三 维 球面 宇宙 S 的 拓扑 形状 。 想 象 
你 在 一 个 立方 体 中 (也 可 是 球体 ， 两 者 拓扑 等 价 ) ， 如 果 你 罕 过 东 一 
面 ， 会 出 现在 男 一 立方 体 的 同一 位 置 ; 如 果 你 穿 过 第 二 个 立方 体 的 某 一 
面 ， 会 回 到 第 一 个 立方 体 的 相同 位 置 〈 图 9.7) 。 这 跌 是 三 维 球面 空 
间 ， 它 和 其 他 可 能 的 拓扑 一 样 ， 也 是 宇宙 形状 的 备 选 模 型 之 一 。 这 样 的 
宙 也 可 提供 基于 拓扑 平行 世界 的 绝 佳 科 约 素 材 。 








图 9.7 S3 球面 的 拓扑 

如 果 宇 宙 虫 穿 过 立方 体 宇宙 的 某 一 “虚拟 面 ”， 它 会 出 现在 另 一 个 “双胞胎 "立方 体 的 同一 位 置 。 
这 是 对 S3 最 直观 的 描绘 ， 但 并 不 能 忠实 地 表现 此 宇宙 的 几何 。 

现在 该 轮 到 物理 学 家 登场 了 ， 让 他 们 来 决定 在 这 些 可 能 的 模型 中 ， 哪 一 
个 才 是 宇宙 真正 的 形状 。 


玩笑 归 玩 笑 ， 字 宙 的 拓扑 和 几何 问题 在 今天 的 宇宙 学 中 占有 中 心地 位 。 
对 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 的 分 析 越 来 越 精确 ， 研 究 每 天 都 有 进展 。 
对 任何 一 种 几何 猜想 有 利 的 迹象 都 将 是 宇宙 学 长 足 的 进步 。 
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“你 去 看 什么 电影 了 ? ” 


“《 辐 左旋 向 右 旋 》， 马 克 : 沃 尔 伯 格 的 新 作 。 剧 情 没 头 没 尾 的 ， 就 
像 《 人 猿 星球 》 和 《星际 穿越 》 的 大 杂烩 ， 好 莱 坞 还 是 不 要 请 数学 
家 来 写 剧本 了 .2” 


10 教 你 数 数 


"我 爸爸 比 你 爸爸 强 1 ” 
“我 爸爸 才 是 最 强 的 1 ” 

“ 才 不 是 ， 我 爸爸 比 你 爸爸 强 一 百倍 ! ” 
“我 爸爸 比 你 爸爸 强 一 百 万 倍 ! ” 

“我 爸爸 比 你 爸爸 强 一 千 万 亿 倍 !1 ” 


(Kock k 
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后 只 会 说 得 上 和气 不 接 下 气 ， 再 也 找 不 出 更 大 的 数 ， 邻 居 们 也 可 以 松口 气 
了 ， 不 会 被 无 休止 的 争吵 打扰 。 如 宋 数 学 家 也 加 入 讨论 ， 那 就 不 一 样 
了 。 他 们 极 富 创 意 地 想 出 了 许多 方法 ， 能 表示 的 数 越 来 越 大 ! 既然 “ 数 
学 ?字面 看 来 就 是 数字 的 学 问 ， 那 我 们 惑 来 看 看 到 底 能 数 到 多 大 。 


康 威 的 巨人 


说 到 表示 大 数 的 方法 ， 我 们 第 一 个 想到 的 就 是 科学 计数 法 ， 也 就 是 用 
10 的 乘 方 来 表示 ， 上 文 的 两 小 儿 斗 嘴 用 的 也 是 这 个 方法 : 


10? = 100( 百 ) 














103 = 1000 (F) 

106= 1000000 (EJ) 

10? = 1000 000 000 (F42) 
d 以 此 类 推 。 








再 大 的 数 呢 ? 这 时 惑 有 两 种 不 同 的 命名 法 了 ， 而 且 相 去 甚 远 。 


一 种 是 欧陆 命名 法 ， 即 “长 级 差 制 ”， 用 “一 llion” 和 “一 MHiard" Pg ftc 2& , 
通行 于 包括 法 国 在 内 的 欧洲 大 陆 大 部 分 地 区 ， 以 及 墨西哥 和 南美 的 许多 
地 方 。 按 照 这 种 命名 法 ， 十 亿 之 后 应 该 是 bilion 和 billiard， 即 107? 和 
10 (10 的 15 次 方 也 就 是 1 后面 跟 15 个 0) ; 再 往 后 是 

trillion (1019) 和 trilliard (1021) ， 然 后 是 quadrillion (1024) 、 
quintillion (109?) 、sextillion (1036) 、septillion (1042) 、 

octillion (1048) 、nonillion (1094) 和 decillion (1099) 等 。 


我 们 用 这 种 方法 可 以 一 直 数 到 66 个 9 连 起 来 所 表示 的 数 ， 即 1086-1 = 1 
000 00011 -1。 总 结 起 来 就 是 ，N-llion 表示 106xN ， 也 就 是 100 7j 
(10 的 六 次 方 ; 而 N-lliard 即 109*N * 3, BD 100 万 N 次 方 的 1000 


Ho 


另 一 种 是 英美 命名 法 ， 即 “ 短 级 差 制 ”， 只 用 后 绥 “ 一 llion”， 通 行 于 英语 
国家 ， 如 美国 、 英 国 、 加 拿 大 、 澳 大 利 亚 等 ， 但 巴西 和 俄罗斯 也 用 这 种 
命名 法 。 按 这 种 方法 ，1 000 000 000 HJ 109 不 叫 作 milliard 而 叫 作 
billion， 所 以 英国 人 说 的 billion 是 10 亿 ， 法 国人 说 的 billion 是 万 亿 ， 
相差 整整 1000 倍 ， 一 定 要 特别 注意 ， 不 要 弄 错 。 此 后 ， 短 级 差 制 依次 
是 trillion (1072) 、quadrillion (107?) , quintillion (1019) 、 

sextillion (10?!) . septillion (1074) 等 ， 可 以 一 直 数 到 10303。 


那 更 大 的 数 怎 么 办 ? 而 且 以 上 两 种 命名 法 的 词根 都 来 自 拉 丁 文 ， 有 时 会 
略 有 出 入 。 比 如 ， 法 语 里 106*4 可 以 写作 quadrillion， 今 天 的 字典 里 一 
般 也 这 么 拼写 ， 但 也 可 写作 quatrilon。 并 且 法 国 在 1961 年 5 月 3 日 颁 
布 的 第 61-501 号 度量 衡 法 令 也 提倡 后 一 种 写法 ， 这 条 法 令 今 天 依然 有 


效 。 


真得 要 超级 英雄 出 马 才 能 彻底 解决 这 混乱 的 局 面 ， 还 好 ， 约 翰 : 康 威 1 
出 现 了 。 在 艾 伦 : 韦 克 斯 勒 的 帮助 站， 他 发 明了 一 种 大 数 命 名 法 ， 也 是 
现今 通用 的 方法 。 


"数学 领域 内 的 许多 进步 都 要 归功 于 康 威 ， 如 生命 游戏 ， 即 人 工 模拟 “生命 ”繁衍 ， 超 现实 数 ， 
使 得 1 十 VO 等 形式 有 了 具体 的 意义 ， 对 外 观 数列 1，11，21，1211，111221... 的 研究 ， 数 
列 中 每 一 项 都 是 把 前 一 项 读 出 来 所 得 。 下 文 还 会 提 到 他 。 






































我 们 先 从 简单 的 入 手 ， 看 看 用 康 威 的 方法 如 何 命 名 从 1 到 1 000 
000999 (109999) 。 我 们 先 将 要 命名 的 数 写 成 105 的 形式 。 如 果 N 只 
有 个 位 ， 根 据 1 至 9 的 拉丁 文 前 级 〈 表 10.1) ， 用 “前 级 十 llion” 即 可 得 
出 109*N 的 名 称 。 


表 10.1 个 位 数 拉丁 前 级 表 





N 有 两 位 或 三 位 时 ， 根 据 表 10.2 列 出 的 拉丁 文 词 级 ， 按 “个 位 十 十 位 十 
百 位 十 llion” 即 可 得 出 108 的 名 称 。 注 意 ， 个 位 数 和 十 位 数 的 位 置 与 
我 们 习惯 的 相反 。 如 果 有 一 位 数字 是 0， 则 此 数位 不 用 写 。 


表 10.2 、 十 、 百 位 数 拉丁 词缀 表 
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septe(m)(n)- (n)septuaginta- (n)septingenti- 


Cdi (m)(x)octoginta- (m)(x)octingenti- 


比如 ，106*198 — 101188， 即 可 写 为 octononagintacentillion. 








ER 10.2 中 ， 括 与 里 的 字母 是 为 了 发 首 方 便 而 添加 的 。 两 词 级 相连 
时 ， 如 有 果 前 后 括号 中 都 包含 相同 的 字母 ， 则 此 字母 要 写 出 来 。 比 如 ， 


108x186 不 写作 seoctogintacentillion， 而 是 sexoctogintacentillion 。 


另外 ， 没 有 百 位 数 的 时 候 ， 十 位 数 词缀 最 后 如 果 是 “a" 要 换 成 < CLP 
X 109"? 的 例子 ) 。 


下 面 举例 说 明 : 
e N—4: quadrillion 〈 根 据 表 10.1 可 得 ) 








e N—042: duoquadragint i lion (109*42) 
e N—689: nove m octogintasescentillion (109999) 
e N—905: quinquanongentillion ( 109*905) 


e N—999: novenonagintanongentillion ( 109*999 ) 


N 大 于 999 时 怎么 办 呢 ? 这 时 就 显 出 康 威 及 韦 克 斯 勒 的 天 才 之 处 了 ， 因 
为 任意 大 的 数 都 可 以 写 出 来 ! 


N 大 于 999 时 ， 我 们 先 把 N 每 3 位 分 成 一 组 ， 按 前 述 规则 把 每 组 写 出 ， 
组 与 组 之 间 加 上 词缀 “li"。 如 果 有 一 组 是 则 写成 “nmi”。 比 如 : 











e N—186 042, sexoctogintacentilliduoquadragintillion (106*186042 = 
101 116 252) 


e N—807 999, septemoctingentillinovenonagintanongentillion ( 109*907 
999 — 1 Q4 847 994) 


e N—5000 050, quintillinilliquinquagintillion ( 109*5 000 050-1 930 000 
300 ) 


有 了 这 种 方法 ， 任 意 大 的 数字 都 可 以 命名 .……. 


从 香农 的 庞然大物 到 斯 奎 斯 数 


现在 你 知道 怎么 命名 大 数 了 ， 那 让 我 们 看 看 这 到 底 有 什么 用 。 看 似 不 可 
思议 ， 但 有 些 大 数 有 非常 具体 的 意义 ! 


物理 中 就 有 很 多 大 数 ， 比 如 阿 伏 加 德 罗 常 数 ， 指 的 是 12 Wik 12 碳 元 
素 最 丰 同 位 素 ) 所 含 的 原子 个 数 ， 约 为 6.02x10”( 长 级 差 制 写 为 602 
trilliard， 短 级 差 制 写 为 602 sextillion〉。 在 可 见 的 宇宙 范围 内 ， 所 有 原 
子 加 起 来 大 约 是 1099 (100 tredecillion2) 个 。 数 学 家 所 钟爱 的 各 种 游戏 
中 也 有 大 数 。3 阶 魔方 有 4.3x10 (43 trillion〉 种 组 合 ， 而 根据 克 劳 德 : 
香农 3 的 计算 ， 国 际 象棋 约 有 vigintillion (10129) 种 理论 上 可 能 的 棋 
局 。 但 与 围棋 比 起 来 就 是 小 焉 见 大 下 了， 据 估 算 ， 围 棋 可 能 的 棋局 至 少 
有 1010 (10000 
sesexagintacentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasesce 
sexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasesc 
sesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintase 
sesexagintasescentillion) 种 。 直 到 今天 ， 没 有 任何 一 种 游戏 能 超越 围棋 
的 无 穷 乐趣 ! 


?以下 末 标 注 的 ， 均 为 长 级 差 制 ， 访 可 参照 维 基 百科 的 对 照 表 找到 短 级 差 制 的 表达 法 。 一 一 
译 者 注 
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3 元 劳 德 :香农 是 信息 论 之 父 。 信 息 论 是 量化 信息 的 理论 。 比 如 ， 量 化 一 条 留言 或 者 一 个 文件 
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而 理论 数学 中 的 大 数 则 更 胜 一 筹 ， 比 如 斯 奎 斯 数 ， 大 约 是 0107 。 这 
数字 如 果 用 拉丁 字母 写 出 来 ， 恐 怕 这 本 书 都 不 够 。 假 设 可 见 宇 宙 中 的 每 
-个 原子 都 是 一 个 字母 ， 也 不 够 用 来 写 这 个 数 ! 





斯 奎 斯 数 4 出自 质数 研究 。 以 前 ， 人 们 认为 所 有 数 都 有 同一 种 性 质 ， 而 
斯 奎 斯 数 就 是 第 一 个 反例 。 只 是 这 个 数 实 在 太 大 了 ， 难 以 想象 。 


4 如 果 n(x) 表示 小 于 x 的 质数 的 个 数 ，]i(x) 为 对 数 积 分 ， 即 1i(x)=fdx/ln(x)， 使 得 n(x) - 1i(x)>0 成 
立 的 x 的 最 小 值 的 上 限 即 斯 奎 斯 数 。 


除了 上 面 这 些 庞然大物 ， 还 有 些 稍 小 的 数 更 广为人知 ， 比 如 10199， 数 
学 家 爱德华 卡 斯 纳 将 其 命名 为 "十 戈 尔 ”〈googol) 。 据 说 他 想 给 虽 大 却 
依然 有 限 的 数 找 个 例子 ， 让 9 岁 的 小 侄子 给 101% 起 名 ， 结 果 小 侄子 
Ui: “证 戈 尔 ! ”于 是 101%9， 也 就 是 1 后面 跟 100 个 0 就 有 了 这 样 一 个 
cre 搜索 引擎 “谷歌 ”〈Google) 也 由 此 得 名 ， 表 示 它 能 搜索 到 海量 网 
[um 
除了 古 戈 尔 ， 爱 德 华 : 卡 斯 纳 还 发 明了 “十 戈 尔 普 勒 元 

斯 *”(googolplex) ， 即 10 JERKA. AAN Googleplex 正 得 名 
于 此 。 如 果 把 这 个 数 用 字母 写 出 来 ， 足 有 738 个 字母 ! 其 他 数学 家 又 发 
展 了 这 一 概念 ， 规 定 N- 普 勒 克 斯 CN-plex) WERN 10^, BrU S: X 
尔 普 勒 克 斯 普 勒 克 斯 ”(googolplexplex) 也 就 是 10 的 古 戈 尔 普 勒 克 斯 次 
Te 








葛 立 恒 数 


如 果 你 以 为 阿 伏 伽 德 罗 和 常数、 香农 数 、 斯 奎 斯 数 和 古 戈 尔 普 勒 殉 斯 普 勒 
区 斯 已 经 够 大 了 ， 数 学 家 该 满意 了 ， 那 你 就 错 了 。 与 多 立 恒 数 一 比 ， 筷 
们 都 小 得 可 怜 。 

鸡 立 恒 数 虽 大 ， 却 有 非常 具体 的 数学 意义 ， 因 为 它 是 一 个 数学 问题 的 解 
一 一 这 个 问题 比较 临 汲 难 懂 ， 是 给 超 立 方 体 上 色 的 问题 ， 其 目的 是 要 找 
到 从 多 少 维 开 始 ， 茶 种 性 质 一 直 为 真 。 允 立 恒 数 也 是 有 史 以 来 在 数学 证 
明 中 出 现 过 的 最 大 的 数 。 

描述 锡 立 恒 数 时 要 用 到 高 德 纳 ” 箭 号 表示 法 ， 这 是 一 种 表示 巨型 数字 的 
有 效 方法 。 


5 高 德 纳 因 发 明了 TeX 排版 系统 而 驰名 科学 界 。 


























高 德 纳 箭 号 表示 法 以 qn 为 基础 ， 我 们 知道 其 定义 为 : 


a —axaxaxixa 


而 在 高 德 纳 第 号 表示 法 中 ， 不 写成 a ， 而 写成 arN。 单 第 头 表 示 乘 方 ， 
双 箭 头 可 视 为 单 箭头 的 重复 ， 即 乘 方 的 乘 方 ， 所 以 ; 


afífN-—af(at(---Tta))-^ a 





比如 ，2114 即 ， 204 22 一 22 1.916 65 536 


这 个 数字 还 很 容易 理解 ， 但 是 2116 就 比 古 戈 尔 普 勒 克 斯 还 大 得 多 ， 多 
达 1019777 (100 000 trilliseptemoctogintaducentillion〉 位 数 ! 


但 高 德 纳 没有 束 此 打住 ， 他 还 定义 了 三 箭头 、 四 和 荫 头 和 更 多 的 箭头 。 于 
征 ， 三 箭头 表示 双 箭 头 的 重复 ， 即 : 


at11t N—aff (atf (atf C-- 
而 四 箭头 表示 三 箭头 的 重复 ， 依 此 类 推 。 


举例 来 说 ，311113 该 如 何 计算 ? 我 们 已 经 知道 311113 = 3111(31113)， 
那么 我 们 先 来 计算 31113: 


31113—311(3113) 2311 3? —3 11 7 625 597 484 987 = 337 
也 就 是 说 ，31+113 形成 了 3 的 指数 塔 ， 这 座 塔 有 好 几 万 亿 层 。 于 是 ， 
31113 等 于 311(311...(3113) ...)), 其 中 出 现 311134 3。 这 个 数字 算是 
硕大 无 朋 了 吧 ? 但 在 葛 立 恒 数 面前 ， 依 然 小 得 不 值 一 提 。 


为 了 得 到 葛 立 恒 数 ， 我 们 要 进行 64 步 运算 ， 第 一 步 从 数字 4 开始 ， 
后 每 一 步 都 是 31...13 的 形式 ， 而 其 a 
数 。 即 以 下 结果 。 


。 第 一 步 : 4。 
ab. 





TT a))) 




















A 


e 第 二 步 : 311113， 四 箭头 ， 我 们 在 前 面 已 经 算 过 ， 这 是 个 多 人 么 大 的 
数 。 


第 三 部 : 311...113, HVR3t 113 SE. AIR ERU SE TT AER OUS 
"Re 因为 人 脑 根本 做 不 到 ! 





。 第 四 步 : 311...113， 其 中 第 头 的 个 数 为 第 三 步 得 到 的 数 。 


将 此 运算 进行 64 步 ， 我 们 就 得 到 了 著名 的 多 立 恒 数 。 这 个 数 太 大 了 ， 
天 文 数字 、 恒 河 沙 数 、 超 乎 想象 ……... 它 的 巨大 已 经 无 词 可 表 。 理 解 这 个 
大 而 有 限 的 数 ， 甚 至 比 理解 无 限 还 要 困难 。 


实际 上 ， 数 学 家 并 未 止步 于 此 ， 他 们 用 其 他 方法 制造 出 了 更 大 的 数 ， 让 
锡 立 恒 数 也 渺 重 微 侍 。 但 这 一 章 束 到 此 为 止 吧 ， 以 后 再 和 人 斗嘴 比 谁 的 
爸爸 更 强大 ， 你 也 有 尼 够 的 词汇 能 把 对 手 彻底 比 下 去 了 ! 











“我 爸爸 比 你 爸爸 强 ! ” 

“ 才 不 是 ， 我 爸爸 才 是 最 强 的 ! ” 

“吹牛 ， 我 爸爸 比 你 爸爸 强 十 亿 的 十 亿 倍 ! ” 

“ 错 ， 我 爸爸 比 你 爸爸 强 10 的 99 次 方 个 普 勒 克 斯 的 古 戈 尔 普 勒 克 

ids 普 勒 殉 斯 进行 葛 立 恒 数 个 高 德 纳 箭 号 运算 再 加 斯 奎 斯 数 那么 
Bi 

“好 吧 ， 那 我 爸爸 比 你 爸爸 强 10 的 99 次 方 个 普 勒 克 斯 的 古 戈 尔 普 

A 普 勒 区 斯 进行 欧 立 恒 数 个 高 德 纳 箭 号 运算 加 斯 奎 斯 数 再 
[ro 
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11 争霸 法 国 网 球 公 开 才 


“我 就 不 明白 了 ， 每 次 我 和 费德勒 打球 ， 总 是 一 败 涂 地 。” 
“看 看 你 的 跑 动 和 正 手 拍 ， 你 照 这 样 和 费德勒 打 ， 那 只 能 是 输 .……” 
“不 ， 一 定 有 更 科学 的 解释 ! ” 


x k k 


按照 国际 职业 网 球 联合 会 的 排名 ， 德 约 科 维 奇 、 穆 雷 和 费德勒 是 现在 世 
界 上 网 球 打 得 最 好 的 人 。 这 个 排名 里 没有 我 ， 因 为 鄙人 网 球技 术 一 般 ， 
其 至 说 根本 不 会 打 。 但 我 为 什么 不 能 得 世界 第 一 呢 ? 如 果 好 好 训练 ， 有 
没有 一 点 小 小 的 可 能 ， 打 败 “ 小 德 ”“ 伪 性 ”或 “奶牛 引 ? 这 会 不 会 就 是 个 
概率 问题 ? 


1 分 别 是 德 约 科 维 奇 、 穆 雷 和 费 德 勤 的 绰号 。 一 一 译 者 注 


我 们 先 大 体 看 一 下 网 球 是 怎么 玩 的 。 双 方 各 占 一 侧 场地 ， 用 球拍 击 球 ， 
让 对 手 接 不 住 。 如 果 对 手 没 打 到 球 ， 或 者 把 球 打出 界 ， 那 你 束 得 分 ， 得 
到 足够 多 的 分 就 局 得 一 局 ， 记 下 足够 多 的 局 就 拿 下 一 盘 ， 电 下 足够 多 的 
盘 就 局 得 整 场 比赛 的 胜利 。 


说 得 再 详细 点 ， 要 赢得 一 局 ， 需 要 得 4 分 ， 且 净 胜 2 分 。 网 球 比 赛 计 分 
不 是 0、1、2、3、4 的 形式 ， 而 是 0、15、30、40、 占 先 CADO 。 这 种 
计 分 方式 从 老式 网 球 继承 而 来 ， 这 里 就 不 细 说 了 。 一 盘 的 胜 负 有 两 种 规 
则 :一 种 是 “长 盘 制 ”， 即 至 少 赢得 6 局， 且 净 胜 2 局 ， 另 一 种 是 “ 短 盘 
制 *”， 俗 称 “ 抢 七 ”(tie break) ， 基 本 规则 一 样 ， 只 不 过 打 成 6 比 6 平 

时 ， 双 方 通过 决胜 局 定 胜 负 ， 先 得 7 分 且 净 胜 2 分 即 获胜 。 比 赛 可 以 三 
盘 两 胜 或 五 盘 三 胜 ， 在 前 两 盘 或 四 盘 可 以 按 “ 短 盘 制 ?进行 ， 最 后 一 盘 

按 “ 长 盘 制 ?进行 。 


这 些 规则 让 人 眼花 综 乱 ， 如 险 云 里 雾 里 。 但 正 因 为 这 些 规 则 ， 就 算 “ 新 
手 手气 壮 ” 也 没 用 。 打 网 球 ， 能 者 胜 。 


假设 经 过 一 段 时 间 的 魔 购 训练 ， 我 的 球技 达到 个 人 襄 峰 。 我 向 德 约 科 维 












































奇 发 起 挑战 ， 而 他 大 然 接受 了 ， 要 和 我 对 战 一 场 五 盘 三 胜 。 他 有 伤 在 
号 ， 所 以 状态 并 不 是 最 佳 。 有 鉴于 此 ， 我 得 分 的 概率 有 1/3。 那 么 ， 我 
能 不 能 靠 运气 局 得 比赛 ?能 不 能 做 到 平均 三 场 一 胜 ? 下 面 我 们 就 用 伊 恩 
-斯图尔特 在 1988 年 提出 的 方法 计算 一 下 。 


BA— Rh): 可 以 完成 的 任务 


想 要 启 德 约 科 维 奇 一 局 ， 最 直接 的 方法 就 是 连 得 4 分 。 得 1 分 的 概率 记 
为 p (此 例 中 p= 1/22 ， 得 4 分 的 概率 即 为 ph。 其 实 ，4 个 独立 事件 连 
续 发 生 的 概率 由 每 一 事件 各 上 自 的 概率 相 乘 得 出 。“ 以 4 EGO 说 得 一 局 ”， 
就 是 “得 1 分 ”重复 4 次 ， 如 果 每 得 1 分 与 前 1 分 不 相关 ， 其 概率 是 
pxpxpxp， 即 p^. Hj 1/3 代入 可 得 ， 我 以 4 比 0 赢 一 局 的 概率 是 

1/81 (1/3x1/3x1/3x1/3) 。 走 运 的 话 ， 我 还 是 可 以 做 到 的 。 


但 获胜 的 比分 不 止 这 一 种 。 我 为 人 这 么 大 度 ， 可 以 让 给 德 约 科 维 奇 一 分 
呆 。 这 时 有 4 种 可 能 : TUR 11. JuWUH 4 分， 或 者 他 电 第 2 分 ， 我 
WRIS URHE. 


德 约 科 维 奇 得 分 的 概率 记 为 q (于 是 g= 203， 因 为 9=1-p) 。 他 赢 第 
1 分 ， 我 赢 其 他 分 的 概率 为 gxpxpxpxp， 即 gp4。 实 际 上 ， 德 约 科 维 奇 
得 1 分 、 我 得 4 分 的 其 他 4 种 情况 ， 其 概率 都 是 gp4， 所 以 ， 我 以 4 比 
1 赢得 一 局 的 概率 是 Aqp^. 

同 理 可 得 ， 我 以 4 比 2 赢得 一 局 共有 10 种 可 能 ， 以 5 比 3 获 胜 有 20 种 


可 能 ，6 比 4 获胜 有 40 种 可 能 (图 11.1) 。 所 以 ， 我 顾 得 一 局 的 总 概 
率 是 p + 4qp4 + 10q?p* + 20q?p? + 40g^p? + 80q?p/ +... 


要 求 净 胜 2 分 很 碎 烦 。 理 论 上 说 ,一 局 可 以 无 限 持续 
雨 ， 由 此 会 导致 无 穷 数 列 的 出 现 。 


还 好 可 以 简化 “， 我 赢得 一 局 的 概率 P 为 : 
2 提取 公 因 子 后 可 得 : 


10g?p! 一 20g? p? 一 40q* p? 十 :…… 一 10g?p'(1 一 (2qp) 十 (2qp)? tec), 括号 中 是 2qp 
乘 方 的 无 穷 数列 ， 等 于 1/(1 - 2qp)， 由 此 可 得 文中 公式 。 

















人 不管 天 黑 、 下 











2 4 
p p c Aqp* 十 10_ 4 上 . 
1 — 2qp 


将 p=13 和 g=2/3 代 入 ， 可 得 : 我 赢 德 约 科 维 奇 一 局 的 概率 为 
35/243, KAF 7。 我 不 敢 说 一 定 启 ， 但 还 是 可 以 赌 一 赌 嘛 。 


















人 中 ?145 
[2| tiae mns jzn ao] 








(a) 一 局 ，(b) 决胜 局 〈 即 “ 抢 七 ?>) ，(c) 短 盘 制 一 盘 ，(d) 长 盘 制 一 盘 ，(e) 三 盘 两 胜 制 比赛 ，() 
五 盘 三 胜 制 比赛 。 


要 算得 赢得 一 局 、 一 盘 、 一 场 比赛 的 概率 ， 先 要 确定 所 有 可 能 的 比分 。 
表格 中 格子 里 的 数 表示 相应 比分 有 多 少 种 可 能 ， 绿 色 表 示 获 胜 ， 红 色 表 
示 失 败 。 比 如 ， 根 据 表 (a) 可 知 ，40 比 15 有 4 种 可 能 ， 在 4 个 回合 
中 ， 对 方 可 赢得 第 1 分 、 第 2 分 、 第 3 分 和 第 4 分 中 的 任意 一 分 。 另 
外 ， 每 个 白 格子 中 的 数 等 于 该 格子 左边 和 上 边 紧 挨 着 的 白 格 (如 果 有 白 
色 格 子 ) 中 的 数 相 加 的 和 。 



















得 一 分 的 概率 


赢 一 局 的 概率 





图 11.2 ”得 一 分 与 局 一 局 的 概率 关系 


BA 4k: 可 能 完成 的 任务 ， 但 希望 渺 范 








赢 一 局 是 很 好 ， 但 还 要 能 赢 一 盘 。 短 盘 制 每 盘 的 获胜 比分 只 能 是 6 LE 
0、6 比 1、6 比 2、6 比 3、6 比 4、7 比 5 或 7 比 6。 如 果 是 6 比 6 平 ， 


还 需 决 胜局 “ 抢 七 ” 定 胜 负 。 


我 们 依然 要 分 类 讨论 。 如 果 赢 一 局 的 概率 记 为 P， 输 一 局 的 概率 记 为 

Q， 在 上 文 我 对 阵 德 约 科 维 奇 的 情况 中 ，P = 35/243，Q = 208/243。 以 6 
比 0 赢 一 盘 ， 即 连 赢 6 局， 其 概率 为 p5; 以 6 比 1 赢 一 盘 ， 即 对 手 启 
一 局 ， 有 6 种 可 能 ， 其 概率 为 6QP6。 计 算 赢 一 局 的 概率 与 此 类 似 ， 用 
同样 的 组 合 分 析 法 (图 11.1(O) 可 得 其 他 比分 和 进入 决胜 局 的 概率 ， 于 
是 赢 一 盘 的 概率 TL 为 : 


II = P9 -6QP9 4- 219^ P9 4- 56Q? P9 -- 126Q* P9 4- 252Q? P" + 50499 PT 


FE FUERO ATARE BERE T WURT ELT, RIAS ASSAR, 


Roe 7 分 而 不 是 4 分 ， 于 是 有 : 








7 5 97 4 7 E qp! 
T =p +Tqp 4 28gp 十 849 p + 2104! p. + 462 一 -一 一 
1 — 2qp 
代入 数值 计算 可 得 ， 我 恬 得 短 盘 制 一 盘 的 概率 是 0.14496, 2373 1/700. 
我 不 能 保证 一 定 赌 启 ， 但 希望 还 是 有 的 。 


长 盘 制 赢得 一 盘 的 概率 II 为 : 











1 > 4 > 7 : Q? p* 
II = P? + 6QP? 4- 219? P + 56Q? P + 126 —— —— 
1 — 2QP 


HA, PEKAO RA, TU REAK, AAAA 


多 0.6%。 如 果 我 赢 一 分 的 概率 是 13， 那 么 赢得 长 盘 制 一 盘 的 概率 为 
0.1349%， 也 就 是 说 ， 胜 利 的 机 会 为 /750。 


最 一 场 比赛 : 不 可 能 完成 的 任务 











启 德 约 科 维 奇 一 盘 都 希望 渺茫 ， 那 么 万 一 场 三 盘 两 胜 的 比赛 呢 ? 还 是 
要 分 情况 讨论 : 赢 的 比分 可 以 是 3 比 0 (1 种 可 能 ) 、3 比 1 (3 种 可 

) 或 3 比 2 (6 种 可 能 ， 最 后 一 盘 按 长 盘 制 进行 ， 无 决胜 局 ) 。I 和 
II' 分 别 是 长 盘 制 和 短 盘 制 获胜 的 概率 ， 于 是 赢得 一 场 比赛 的 概率 是 : 


II? + 3(1 — IDIP + 6(1 — IT? IPIT 


VEL— PRRI, ZSORSUEOACUE. WURTS 1 分 的 概率 是 1/3, W 
赢得 整 场 比赛 的 概率 是 1/37 000 000 ! 机 会 不 是 没有 ， 但 如 果 想 靠 赌球 
挣 点 钱 养 家 糊口 ， 那 还 是 不 要 想 了 。 


所 以 ， 网 球 规则 的 特别 之 处 在 于 ， 它 能 保证 最 强 的 选手 胜出 ， 哪 怕 只 有 
微弱 的 优势 。 比 如 ， 某 选手 的 得 分 概率 为 43%， 那 他 说 得 整 场 比赛 的 概 
率 只 有 不 到 1%。 如 果 比 较 一 下 网 球 和 足球 的 规则 ， 束 会 发 现 足 球 比 赛 
的 结果 不 确定 得 多 。 


当然 ， 这 些 计 算 方 法 只 考虑 了 得 分 的 方式 ， 没 有 考 碟 影 响 输 启 概 率 的 其 
他 规则 ， 比 如 谁 先 发 球 。 如 有 果 区 别 发 球 和 接 球 得 分 的 概率 ， 重 新 计算 一 
裔 ， 结 果 还 是 一 样 一 一 强 者 胜 。 























赢 一 盘 的 概率 
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图 11.3 4114 5t] A (绿色 ) 及 启 得 三 盘 两 胜 制 比赛 
(红色 ) 的 概率 关系 
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“我 又 6 比 0、6 比 0、6 比 0 输 给 ‘奶牛 * 了 ! 这 也 是 情 有 可 原 吧 。 他 
不 束 比 我 好 那么 一 丁点 么 ?我 就 是 不 走运 而 已 。” 





12 你 究 葛 有 几 个 冷笑 话 


“ 哟 ， 糖 纸 上 有 个 笑话 ! 为 什么 橙子 遇见 香 妇 就 死 了 ? ” 


“因为 元 要 栓 死 ， 杰 不 得 不 死 ， 哈 哈哈 .2 
“我 也 剥 一 张 试 试 ! 为 什么 橙子 遇见 .…… 怎 么 又 是 这 个 笑话 ? ” 
“这 重复 的 概率 有 多 大 啊 ? ” 


(Kock kK 


1969 年 ， 法 国 食品 总 公司 生产 的 咖 兰 巴 〈Carambar) 糖 被 载 入 幽默 史 

凡 。 这 种 糖果 在 法 语 国 家 无 人 不 知 ， 都 是 因为 糖 纸 上 的 冷笑 话 。 剥 开 糖 
纸 ， 吃 一 块 8 厘米 长 的 糖 ， 不 仅 会 粘 掉 牙 ， 更 可 能 笑 掉 牙 ， 比 如 : “等 

待 梨 子 的 人 苹果 会 变 成 什么 ?一 一 等 离子 。” 


有 了 时候 ， 糖 纸 可 能 没 切 好 ,“ 答 青蛙 会 说 什么 “没有 腿 的 羊 叫 什么 ”， 都 
没有 下 文 。 想 看 个 冷笑 话 都 看 不 成 。 但 最 让 人 无 奈 的 还 是 剥 完 3 颗 糖 ， 
发 现 糖 纸 上 都 印 厦 同 一 个 冷笑 话 。 为 什么 总 读 到 同一 个 笑话 昵 ?” 从 成 本 
考虑 ， 冷 突 话 显然 不 能 无 穷 多 ， 但 到 克 有 多 少 个 呢 ? 这 是 个 好 问题 。 一 
定 要 有 好 方法 ， 才 不 至 于 吃 糖 吃 到 肝 疼 ， 还 数 不 清 楚 。 一 点 小 数学 ， 问 
题 迎刃而解 。 


我 军 上 侦探 装 ， 带 上 计算 器 ， 到 超市 买 了 两 盒 咖 兰 巴 牛 轧 软 糖 作为 样 
本 。 为 了 科学 ， 有 时 必须 得 牺牲 一 下 。 


当然 ， 我 不 可 能 一 下 子 就 把 所 有 冷笑 话 都 找 出 来 。 有 时 糖 纸 粘 得 太 紧 ， 
一 不 小 心 束 撕 坏 了。 更 重要 的 是 ， 不 可 能 徘 两 例 糖 就 找 出 所 有 冷笑 话 ， 
况且 这 里 面 还 有 重复 。 所 以 ， 要 用 高 级 统计 方法 来 估计 其 数量 。 而 能 帮 
到 我 们 的 ， 正 是 那些 重复 出 现 的 笑话 。 


实验 开始 了 。 第 一 步 是 把 两 盒 糖 录 开 ， 不 能 浪费 ， 要 都 吃 完 !。 最 后 得 
到 85 张 糖 纸 。 

















1 专业 操作 ， 吃 糖 人 士 皆 经 过 多 年 特殊 训练 ， 大 众 请 勿 模仿 。 


现在 整理 一 下 ， 数 数 共有 多 少 个 冷笑 话 。 问 题 是 ， 一 张 糖 纸 上 可 能 有 1 
至 3 个 冷笑 话 ， 有 的 完整 ， 有 的 不 完整 一 一 问题 就 复杂 了。 简单 起 见 ， 
假设 每 张 糖 纸 上 只 有 1 个 冷笑 话 。 如 果 印 大 好几 个 活 话 ， 只 算 第 一 个 完 
整 的 ， 避 人 免 重复 计算 。 结 果 是 ，85 个 冷笑 话 中 只 有 59 个 不 同 。 


如 何 由 此 得 出 冷笑 话 的 总 数 呢 ? 法 国 马 恩 - 拉 瓦 羔 大 学 的 菲利普 . 甘 贝 特 
的 研究 给 了 我 们 方法 一 一 让 数据 说 话 。2009 年 ， 他 研究 了 一 种 巧克力 
包装 纸 里 名 人 名 言 的 数量 。 年 末节 庆 时 ， 里 郧 人 常 吃 这 种 巧克力 。 


假设 糖 纸 上 的 冷笑 话 是 从 N 个 不 同 冷笑 话 中 随机 选 出 的 ， 每 个 冷笑 话 被 
选中 的 概率 相同 。 当 然 ， 这 一 假设 有 个 瑕 辛 :， 冷笑 话 长 短 不 同 ， 短 笑话 


更 容易 完整 呈现 。 


我 们 要 计算 的 就 是 NN 值 。 己 知 85 个 冷笑 话 中 ， 只 有 59 个 不 同 ， 也 就 是 
说 有 26 个 重复 。 我 们 要 找 出 一 个 N 值 ， 让 此 种 情况 的 概率 最 大 。 如 果 
N-1000, EHA 1000 个 不 同 的 冷笑 话 ， 则 不 太 可 能 有 26 个 重复 。 如 果 
N= 60， 重 复 的 情况 应 该 更 多 。 可 能 性 随 NN 值 变化 ， 计 算出 可 能 性 就 能 
找到 最 佳 入 值 。 


假设 共有 N 个 冷笑 话 时 ， 在 天 张 糖 纸 中 找到 D 个 不 同 冷笑 话 的 概率 记 
为 PK p(V)， 找 出 一 个 W 值 ， 让 此 概率 最 大 即 可 ， 此 N 值 称 为 最 佳 值 。 
在 上 面 的 例子 中 ，K= 85，D = 59， 现 在 要 取 足 够 多 NN 值 ， 计 算出 概率 
Pgs, so(N)。 


我 们 可 以 把 问题 简化 ， 用 单词 和 字母 来 考虑 。 这 里 所 谓 “ 单 词 ?就 是 一 串 
没有 含义 的 字符 ， 而 “字母 ”就 是 单纯 的 符号。 把 糖 纸 上 纯 的 所 有 冷笑 话 
看 成 字母 表 ， 共 有 NN 个 不 同 的 字母 (或 符号 ) 。 于 是 ， 每 个 冷笑 话 就 成 
了 字母 表 中 的 一 个 字母 。 剥 开 天 张 糖 纸 ， 即 得 到 天 个 字母 ， 无 论 字 母 
有 无 重复 ， 组 成 一 串 就 得 到 一 个 单词 。 单 词 中 每 个 字母 都 从 这 N 个 字母 
中 随机 选 出 ， 所 以 共有 NF 种 组 合 ， 即 NK 个 单词 。 


在 这 些 单词 中 ， 我 们 要 注意 的 是 由 DD 个 不 同 字 母 组 成 的 单词 。 这 类 单 
词 共 有 多 少 个 呢 ? 一 时 很 难说 清 。 假 设 从 NN 个 字母 中 选 出 DD 个 不 同 字 
母 ， 组 成 长 度 为 K 的 单词 ， 其 方法 总 数 记 为 Akp(N)， 则 我 们 要 计算 的 
概率 为 : 
































i 长 度 为 K 的 单词 N* 
我 们 需要 找 出 一 种 方法 ， 为 尽 可 能 多 的 NN 值 计 算出 Ags, so(N). EBE 
知道 Pas 59(V)。 看 似 不 易 ， 但 可 以 采用 迁 回 的 办 法 : 我 们 无 须知 道 准确 
的 概率 值 ， 只 要 找 出 最 大 值 即 可 。 


在 计算 Ags sN) 之 前 ， 先 看 个 简单 的 例子 : A32(4)， 即 N=4、K= 
3、D = 2。 也 就 是 说 ， 在 (a,b, c d) 4 个 字母 组 成 的 字母 表 中 ， 选 2 个 
不 同 的 字母 ， 组 成 3 个 字母 的 单词 ， 共 有 多 少 种 可 能 ? 


在 4 个 字母 中 选 2 个 ， 比 如 a 和 b (4 选 2 有 6 种 可 能 ) ， 组 成 3 个 字 
母 的 单词 ， 至 少 1 个 a 和 1 个 b， 所 有 组 合 如 下 : 


aab, aba, abb, baa, bab, bba. 


组 合 数量 也 等 于 As (2)， 因 为 这 相当 于 2 选 2， 组 成 3 个 字母 的 单词 。 
把 a 和 bb 分 别 替 换 成 其 他 字母 ， 可 得 所 有 其 他 组 合 : 


aac, aca, acc, caa, cac, cca, 
aad, ada, add, daa, dad, dda, 
bbc, bcb, bcc, cbb, cbc, ccb, 
bbd, bdb, bdd, dbb, dbc, ddb, 
ccd, cdc, cdd, dcc, dcd, ddc. 


对 任意 2 个 字母 ， 共 有 6 种 组 合 。 而 4 选 2 有 6 种 方式 ， 可 得 As >(4) = 
6x6 = 36。 
现在 我 们 用 同样 的 方式 计算 Ags sg()。 在 N 个 字母 中 选 59 个 出 来 ， 组 
成 长 度 为 85 个 字母 的 单词 ， 有 多 少 种 方法 ? 首先 ，N 选 59 的 组 合 有 公 
式 可 计算 : 


! 
-m m: m-n 


m  n(m—n)  " (其 中 m 相当 于 N, n=59)， 
涉及 六 的 阶乘 NI, BP 1x2x3x...xXN， 从 1 到 NN 的 所 有 整数 的 积 。 





选 出 59 个 字母 之 后 ， 还 要 组 成 由 这 59 个 不 同 字母 组 成 的 长 度 为 85 个 
字母 的 单词 。 你 可 以 忽而 不 舍 地 枚 举 总 共 Ags, so(59) 个 单词 。 这 数量 到 
底 有 多 大 ? 其 实 根本 不 用 管 >， 我 们 只 要 知道 它 与 W 无关。 由 此 可 

A, Ags so(N) = CRED x Ags so(59)， 或 者 更 简单 地 说 ， 两 者 成 正比 。 


2 但 我 就 是 要 管 一 
词 ， 其 数量 记 为 了 
DH[, T(K, D) = 0. 


D 


。 这 个 数字 大 约 是 5.80x10140。 用 也 个 不 同 字母 组 成 长 度 为 天 个 字母 的 单 
K, D), JJ T(K, D = D(T(K - 1, D - 1? TK-1,D)), 其 中 7T(1,1)=1, H K< 




















ES, 





回 到 最 初 的 问题 ， 我 们 要 计算 的 是 : 
N i g 
长 度 为 85 的 单词 中 有 59 个 字母 不 同 Ass N) 59 As, sS (99) 


EE P SE y e r a ~ s 
5,90) 长 度 为 85 的 单词 N” N* 


终于 ， 我 们 可 以 看 出 ， 如 果 共 及 个 冷笑 话 ，85 个 字母 中 有 59 个 不 同 
的 概率 与 Ns 成 正比 ， 以 此 计算 即 可 (图 12.1) 。 
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图 12.1 KIF 85 颗 糖 得 到 59 个 不 同 冷笑 话 的 概率 与 冷笑 话 总 数 的 关 
系 : 冷笑 话 总 数 为 107 时 ， 此 概率 最 大 


可 以 得 出 ， 最 有 可 能 共有 大 约 107 个 冷笑 话 。 或 者 说 ， 以 不 到 1/20 的 
错误 概率 来 算 ， 冷 笑话 的 总 数 应 当 在 在 84 到 154 之 间 一 一 反正 这 是 一 
个 概率 问题 ， 什 么 都 不 能 确定 。 这 个 区 间 实 在 有 点 大 ， 但 我 们 必须 要 严 
谨 ， 留 出 容错 空间 。 也 许 我 拿 的 糖 纸 刚 好 不 凑巧 呢 ? 


老实 说 ， 整 理 糖 纸 的 结果 并 不 能 简单 归结 为 “85 个 冷笑 话 里 有 59 个 不 
同 ?”， 因 为 我 们 只 算 了 糖 纸 上 第 一 个 完整 的 冷笑 话 。 假 如 算 上 其 他 完整 
及 不 完整 的 冷笑 话 ， 应 该 是 201 个 冷笑 话 ， 其 中 99 个 不 同 。 


按照 新 数据 ， 同 理 可 得 冷笑 话 的 总 数 应 该 在 124 个 左右 。 只 是 ， 此 时 不 
能 再 假定 冷笑 话 互相 独立 ， 所 以 ， 此 结果 的 正 疲 更 大 。 最 后 ， 唯 一 能 准 
ARRES RW ASA As. GEI RR PAIR) 的 市 场 部 问 一 问 ， 但 他 








们 不 想 理 皮 我 。 
w, MARR! 包装 纸 上 印 的 冷笑 话 到 砍 有 多 少 昵 ? ” 
和 ， 求 你 了 ， 我 都 吃 了 两 盒 咖 兰 巴 糖 了 。 好 奇 害 死 猪 
中 " 


13 mfr GEK) 


"Bil]pUm dE. ME PR, TIER. BARNER, BupT^48B 
听 你 说 一 个 小 时 什么 射影 平面 。 我 们 玩 地 产 大 享 吧 ? 怀旧 一 下 。 反 


正 都 是 靠 运气 ， 不 可 能 总 是 你 顾 吧 。” 


(Kock 米 





你 也 许 还 不 知道 ， 这 就 好 像 打 开 了 潘多拉 麻 合 。《 地 产 大 享 》 这 个 游戏 
能 把 人 性 的 阴暗 面 都 展现 出 来 : VARTSTGEA. RAE. KERF... 简 
A KMA 


《地 产 大 享 》 体 现 的 不 仅仅 是 “万 恶 的 资本 主义 ”， 这 个 游戏 既 要 和 凭 运 
气 ， 也 要 徘 集 略 。 而 要 采取 更 好 的 策略 ， 就 要 了 解 个 中 玄机 。 买 下 所 有 
WAW, KERA KABA? 只 买 下 自来水 公司 能 让 你 走 上 人 
Em? 买 了 广州 ， 但 怎么 没 人 来 呢 ? 为 什么 一 直 会 经 过 杭州 呢 ? 


哪些 格 最 第 经 过 ? 


不 管 你 玩 的 是 中 国 版 、 欧 洲 版 、 皮 卡 丘 版 还 是 ACDC RRRA 
盘 都 差不多 : 40 格 围 成 正方 形 ， 共 8 组 22 处 地 产 、4 个 火车 站 、2 个 
公共 事业 公司 、4 个 机 会 格 、4 个 社会 基金 格 和 其 余 7 个 或 好 或 坏 的 格 
子 - ”起 点 、 交 税 、 坐 牢 等 CR 13.1) 。 与 20 世纪 初 伊丽莎白 . 马 吉 发 
明 它 时 相 比 ， 这 款 游戏 已 有 些 不 同 。 那 时 它 不 叫 《 地 产 大 部 》， 而 是 叫 
《地 主 游戏 》， 意 在 揭露 地 主 们 如 何 转 积 土地 、 发 家 致富 ， 而 让 租 客 们 
穷困 渡 倒 。 原 始 版 本 已 有 8 组 22 处 地 产 ， 但 还 没有 火车 站 和 社会 基金 
格 ， 探 监 格 在 那 时 是 “煤炭 税 ”。 此 后 ， 查 尔 斯 : 达 罗 改进 了 《地 主 游 
戏 》 的 棋盘 ， 从 1935 年 流传 至 今 。 帕 克 兄 弟 公司 一 开始 有 所 述 疑 ,但 
最 终 还 是 推出 了 达 罗 改进 的 游戏 ， 不 料 一 炮 打响 。 


表 13.1 《地 产 大 享 》 经 典 中 国 版 的 40 个 格子 
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各 种 棋盘 版 本 和 最 初 授权 版 的 棋盘 基本 一 致 ， 都 是 22 处 地 产 ， 颜 色相 同 为 一 组 ， 每 组 两 三 个 。 


从 20 世纪 30 年 代 至 今 ， 游 戏 规则 没有 什么 改变 ， 依 然 是 靠 着 多 买 地 ， 
让 对 手 破 产 。 如 果 能 买 齐 一 种 颜色 的 所 有 地 产 ， 其 回报 比分 散 地 产 高 得 
多 。 但 买 下 所 有 地 产 几 乎 不 可 能 ， 所 以 要 选 高 回报 的 地 产 。 


我 们 可 以 从 多 种 角度 分 析 游 戏 ， 比 如 每 一 格 的 投资 回报 比 ， 从 而 确定 哪 
一 格 最 值得 购买 。 不 过 ， 就 算 上 海 比 南昌 的 投资 回报 更 高 ， 对 手 经 过 两 
处 地 产 的 概率 也 大 不 相同 。 首 先 ， 我 们 要 确定 玩家 走 到 每 一 格 的 概率 。 
1994 年 ， 三 位 法 国 数学 家 塞 巴 斯 蒂 安 . 费 伦 齐 、 雷 米 . 知 丹 和 布 丽 吉 特 . 
(rl)? | CQuadrature) 杂志 上 发 表 了 计算 走 到 每 格 概率 的 方 

法 。 


游戏 开始 ! 

玩家 将 棋子 〈 小 车 、 鞋 子 、 小 狗 等 ) 置 于 起 点 ， 然 后 掷 般 子 。 游 戏 过 程 
中 ， 儿 个 玩家 可 以 同 处 格 ， 互 不 影响 。 下 面 只 考虑 一 个 玩家 ， 比 如 你 
X 
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加 即 步 数 。 假 设 角 子 完美 ，36 种 点 数组 合 出 现 的 概率 相等 《都 为 

















1/36) 。 点 数组 合 (1，1) 出 现 的 概率 为 /36， 即 走 到 第 1 个 社会 基金 
格 (第 3 格 ) 的 概率 是 136。 到 第 A 格 南京 要 掷 出 C1, 20 或 O, 

1) ， 概 率 都 是 136， 于 是 一 次 束 走 到 并 买 下 这 处 地 产 的 概率 为 2/36。 
同 理 可 得 ， 点 数 和 为 4、5、6、7、8、9、10、11、12 的 概率 分 别 为 
3/36、4/36、5/36、6/36、5/36、4/36、3/36、2/36 和 1/36。 于 是 ， 对 手 
在 第 一 轮 掷 般 子 时 走 到 各 个 格子 的 概率 也 束 确 定 了 〈 图 13.2) ， 其 中 概 
率 最 大 的 是 第 8 格 一 一 机 会 格 。 


才 掷 了 一 次 般 子 ， 游 戏 还 要 继续 。 下 面 计 算 第 二 次 掷 般 子 到 达 第 7 格 沈 
阳 的 概率 ， 各 种 情况 都 要 考虑 在 内 。 如 果 对 手 从 第 3 格 社会 基金 格 出 

发 ， 需 要 骨 子 点 数 相 加 为 4 (概率 为 36) 。 而 第 一 轮 到 第 3 格 的 概率 
为 136， 两 次 掷 般 子 互相 独立 《第 一 次 不 影响 第 二 次 ) ， 所 以 ， 第 二 次 
WTAE 3 格 到 第 7 格 的 概率 为 136x3/36。 对 手 也 可 以 从 第 4 格 南 
KER 〈 之 前 到 第 4 格 概率 为 2/360 ， 般 子 点 数 和 为 3〈 概 率 为 

2/360 。 或 者 ， 对 手 从 第 5 格 所 得 税 出 发 〈 到 第 5 格 概率 为 336) , 8X 
子 点 数 和 为 2〈 概 率 为 136) 。 总 之 ， 第 二 次 掷 般 子 共 有 3 种 方法 到 第 
7 格 ， 总 概率 为 136x3/36 + 2/36x2/36 + 3/36x1/36， 计 算 结 果 是 5/648， 
约 为 0.77%， 概 率 很 低 。 同 理 可 得 ， 第 二 轮 到 达 第 6 格 重 庆 站 的 概率 为 
1/36x2/36 + 2/36x1/36， 结 果 是 1/324， 约 为 0.30%， 概 率 也 不 高 。 以 此 
类 推 ， 对 手 在 第 二 轮 到 达 每 一 格 的 概率 都 可 算出 (图 13.1) 。 
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图 13.1 2&8 —5$6 I8 —56 DAC T- Js OSEE SUA E— RKE 
RRETA PERERAU. EHEHE ( 见 表 13.1) 。 


RMR. ARRENE KKRT, HFEA NRR, E 
先 要 确定 到 这 一 格 有 多 少 种 方法 。 其 实 ， 方 法 最 多 有 11 种: ANE 
出 发 且 般 子 点 数 为 2 〈 概 率 为 136) ， 从 N-3 格 出 发 且 仍 子 点 数 为 

3【〔 概 率 为 2036) ， 以 此 类 推 。 于 是 ， 到 第 N 格 的 概率 为 1/36xP(N - 2) 
+ 2/36xP(N - 3) + 3/36xP(N - 4) + ... + 1/36 x P(N - 12), Kf P(X) 为 之 
前 到 第 X 格 的 概率 (图 13.2) 。 











rs Hn ng 
概率 概率 概率 概率 
P(N—5) P(N-4) P(N-3) P(N-2) 
E ! n 
. h^ 一 $ 
pa = 36 


图 13.2 ”用 递归 法 ， 按 照 走 到 前 格 的 概率 可 算出 到 达 茶 一 格 的 概率 : P 
(N) = 1/36xP (N - 2) * 2/36x P (N - 3) * 3/36xP (N - 4) *...1/36xP (N - 12) 
手 算 是 得 不 出 结果 的 ， 除 非 你 想 拼死 一 搏 。 所 幸 ， 用 计算 器 计算 并 不 
难 ， 如 果 用 和 窍 阵 ， 那 融 更 简单 了 。 

惩 阵 即 数字 排列 成 的 阵 。 在 此 例 中 ， 我 们 想 知道 从 一 格 到 另 一 格 的 概 
率 ， 给 出 此 概率 的 矩阵 称 为 M (图 13.3) ， 这 是 一 个 “转移 矩阵 ”。 





图 13.3 ”转移 和 矩阵 M 


从 第 i 格 到 第 j 格 的 概率 。 


S 
矩阵 的 好 处 在 于 可 以 相 加 、 相 乘 


第 i 行 第 j 列 的 数 表 
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具体 方法 不 多 说 ， 线 性 代数 太 神奇 。 无 论 


40 格 的 概率 真是 完美 无 缺 。 设 
此 矩阵 有 40 列 ， 每 列 即 到 达 每 格 的 概率 。 


1/36; 


; 0.7796 
(1; 0; 0; 


; 0.0896; 0.3096; 
>» JA U(0) 


D 


2/36; 


3/36; 


; 5/36; 4/36; 


3/36; 4/36; 5/36; 6/36; 


2/36; 


1/36; 


5 0) ， 而 U2) Jy (0; 0; 0; 0; 


..) 。 所 以 ， 既 然 玩 家 都 从 第 1 格 开始 起 


0; 0; 


e$ 0) o 


0; 0; 


据 上 文 ， 按 线性 代数 可 得 : 对 于 所 有 的 天 > 0. UK) = U(K- 1)xM. Pr 
以 U(1) = U(0)xM, U(2) = U(1)xM。 用 此 和 矩阵 方程 就 能 简洁 地 表示 出 上 
文 的 推算 过 程 。 通 过 计算 可 以 室 无 困难 地 确定 ， 在 搓 10 次 或 100 DXX 
子 之 后 的 概率 分 布 (图 13.4) 。 可 以 看 出 ，U(K) 逐渐 趋向 等 概率 分 
布 ， 即 到 达 每 格 的 概率 都 是 1/40。 


. anl | | | 
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图 13.4 994 10 次 及 100 次 股子 后 的 概率 分 布 
只 考虑 仍 子 点 数 ， 不 考虑 其 他 规则 。 掷 般 子 次 数 越 多 ， 越 接近 等 概率 分 布 。 


此 模型 只 考虑 了 角子 点 数 ， 得 出 的 结论 是 ， 最 后 到 达 所 有 格子 的 概率 相 
同 。 但 是 ， 所 有 买 过 广州 的 人 都 知道 ， 实际 可 不 是 这 样 的 。 某 些 格子 更 
容 原因 很 简单 ， 因 为 要 坐牢 ! 
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实际 上 ，《 地 产 大 孚 》 中 有 一 格 不 可 停留 : 走 到 第 31 格 进 监 狱 时 ， 玩 
家 即 转 到 第 11 格 。 这 样 一 来 ， 局 面 就 完全 不 一 样 了 ， 一 切 都 要 重新 计 
算 ! 其 他 原因 也 会 导致 入 狱 : 连续 掷 出 3 个 对 子 束 要 去 第 11 格 坐 牢 
〈 掷 出 对 子 的 概率 是 16， 连 搓 3 次 对 子 的 概率 是 1/65, Bl 1/216) 。 


重新 计算 也 不 复杂 ， 修 改 转移 矩阵 M ENT t. Dg 10 次 及 100 2X 8x T 
后 ， 玩 家 到 达 格 子 的 概率 不 等 ， 广 州 那 一 格 概率 最 小 ， 而 坐牢 或 探 监 那 
一 格 最 常 走 到 一 一 这 一 格 相 当 于 两 格 ， 所 以 概率 也 是 其 他 格 平 均值 的 2 
倍 ， 落 入 其 中 的 机 会 很 大 。 既 然 玩家 会 经 常 “ 进 局 子 ”"， 那 之 后 几 格 自然 
也 更 容易 走 到 ， 柳 色 地 产 变 成 最 保险 的 。 








1 只 需 把 第 31 列 转 到 第 11 列 即 可 ， 第 31 列 为 空 。 至 于 三 连 对 ， 因 为 只 有 1/216 的 概率 ， 所 以 
在 215/216 的 情况 中 ， 按 普通 走 法 继续 即 可 〈 将 矩阵 M RRX 215/216) ， 和 否则 玩家 就 得 回 
第 11 格 (将 第 11 列 的 每 一 行 加 上 1/216) 。 


























实际 上 ， 要 让 模型 完整 ， 还 要 考虑 另外 两 个 细节 。 


首先， 要 考虑 出 狱 方式 。 玩 家 可 以 利用 出 狱 卡 ， 也 可 以 撕 角 子 ， 和 赁 运气 
掷 出 对 子 束 可 以 出 狱 ， 不 用 交 钱 。 结 果 ， 掷 般 子 点 数 为 8 或 10 时 比 点 
和 
x E AL 


第 二 个 不 可 忽视 的 要 点 ， 就 是 机 会 格 和 社会 基金 格 。 走 到 这 些 格 可 能 赢 
钱 或 输 钱 ， 也 会 把 玩家 送 回 起 点 ， 或 者 送 到 别处 ， 甚 至 送 进 高 墙 。 走 到 
3 个 机 会 格 之 一 ， 便 要 抽取 16 张 机 会 卡 的 最 上 一 张 ， 玩 家 可 能 被 转 到 
第 1 (起 点 ) 、12 (青岛 )、16 (上 海 站 ) 、25 (杭州 ) 、40 C EIS 
或 11' 格 (坐牢 ) ， 或 者 后 退 3 格 。 走 到 社会 基金 格 则 可 能 被 转 到 第 
1 (起 点 ) 2 (温州 ) w11% GRH) > (图 13.5) 
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图 13.5 20100 次 角子 后 的 概率 分 布 


考虑 了 坐牢 规则 GRE 3 连 对 和 落 入 第 31 格 ) ， 这 里 需要 区 分 “ 探 监 * 和 “坐牢 ”， 分 别 记 为 11 
和 11'。 


我 们 再 次 修改 转移 和 矩阵， 彻底 确定 《地 产 大 享 》40 格 的 概率 分 布 〈 图 
13.60 。 只 考虑 山 子 点 数 得 到 的 等 概率 分 布 完 全 不 对 ， 实 际 每 格 概率 从 
196 到 496 不 等 ;机 会 格 概率 最 低 ， 因 为 它 经 各 把 玩家 送 到 很 远 的 格 
子 ; 坐牢 格 概 率 最 高 ， 游 戏 要 好 玩 ， 难 免 有 人 要 去 牢 里 走 一 遭 。 有 趣 的 
是 ， 到 达 第 25 格 ( 杭 州 ， 红 色 )〉 的 概率 仅 次 于 坐牢 ， 因 为 有 一 张 机 会 
卡 将 玩家 转 到 这 一 格 。 其 次 是 第 17 (成都) 、19 (扬州 ) 、20 QR 
ID 三 个 术 色 格 ， 因 为 概率 最 高 的 坐牢 格 在 前 面 不 远 。 第 16 格 (上 海 
站 ) 的 概率 也 很 高 ， 其 他 两 个 红色 地 产 格 的 概率 也 不 低 。 
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图 13.6 35 100 KRT JE RRK 
考虑 所 有 规则 ， 如 出 狱 、 机 会 卡 、 社 会 基金 卡 、3 连 对 和 第 31 格 〈 进 监狱 ) 。 

















最 不 值得 投资 的 是 第 38 格 广州 ， 虽 然 这 一 格 的 租金 特别 高 ， 但 蓝 色 格 
的 概率 较 小 ， 因 此 获 利 没 那 么 高 。 


诚然 ，《 地 产 大 宇 》 各 个 格子 的 概率 分 布 只 是 说 来 玩 玩 ， 但 这 些 矩 阵 背 
后 的 理论 是 信息 科学 对 大 量 数 据 进行 算法 处 理 的 基础 。 最 著名 便 是 
PageRank 算法 ， 谷 歌 用 它 按 访问 量 高 效 分 类 网 页 。 

下 次 玩 《 地 产 大 享 》 时 ， 最 佳 集 略 是 通过 灵活 的 谈判 买 进 橙 色 格 和 红色 
格 地 产 ， 不 仅 顾 的 概率 最 大 ， 而 且 游 戏 时 间 最 短 。 当 然 ， 一 开始 束 选 个 
更 有 意思 的 游戏 才 是 局 家 之 道 。 
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“< 真 不 明白 ， 我 在 所 有 红色 格 和 橙色 格 地 产 上 都 建 了 酒店 ， 还 买 了 4 
个 火车 站 ， 每 次 谈判 都 做 到 最 好 ， 怎 么 还 输 了 呢 ? ” 


“ 单 从 博 府 论说 ， 你 下 得 很 梭 ， 没 什么 好 说 的 。 但 金融 界 有 些 事 你 
没 考虑 到 。 其 他 人 都 偷 拿 了 基金 里 的 钱 ， 还 在 桌子 底下 换 了 牌 ， 掷 
TCT BT OE f 4618......" 








14 ”如 何 选 秘书 
“昨天 发 的 招聘 启事 有 没有 回复 啊 ? n 


“有 ， 老 板 。 我 已 经 选 出 了 342 个 符合 要 求 的 人 选 ， 正 在 前 台 等 着 
呢 。 您 打算 怎么 选 ? ” 


“ 那 还 不 简单 ， 先 看 简历 吸 ...... 你 说 喻 ? 342 个 ? " 


x k k 








KFE. FINIT. FEZWH, REMIR EA 
"EALBUMREEZXS. LERF, WARE A? 是 一 看 到 加 油 站 就 加 
油 ， 还 是 冒险 跑 更 远 一 点 ， 结 果 油 价 还 更 贵 ? 如 果 收 集 球 星 卡 ， 什 么 时 
候 该 停止 整合 瞎 买 ， 转 而 去 网 上 找 单 张 ? 总 之 ， 在 只 能 随机 选择 的 时 

候 ， 找 来 找 去 到 什么 时 候 才 是 个 头 ? 这 虱 属 于 “最 优 停 止 问 题 "， 其 中 最 
著名 的 就 是 “秘书 问题 "。 


作为 瑞明 的 老板 ， 你 决定 招 个 新 人 。 传 闻 贵 司 只 要 优 中 之 优 ， 此 言 不 

Mz. JU N《〈 此 数目 己 知 ) 人 来 参加 面试 ， 面 试 顺序 随机 。 每 次 面试 之 
后 ， 你 只 有 两 个 选择 : 要 么 聘用 此 人 ， 面 试 结束 ， 要 么 请 其 回 家 ， 老 死 
不 相 往来 。 要 注意 ， 两 个 选择 必 择 其 一 。 如 果 到 最 后 也 没有 找到 满意 的 
人 人选， 则 必须 聘用 最 后 一 人 。 万 万 不 可 让 平庸 之 奉 混 进 公 司 啊 ! 那么 问 
题 来 了 : 想 让 雇 到 精英 的 机 会 最 大 ， 该 何 时 终止 对 选 呢 ? 


选择 的 标准 其 实 只 有 一 个 : 此 人 比 之 前 的 候选 人 都 好 吗 ? 我 们 假设 所 有 
候选 人 可 以 从 优 到 差 排序 ， 且 没有 资质 并 列 的 情况 。 选 到 最 优 者 的 机 会 
如 何 能 达到 最 大 呢 ? 


全 国 最 佳 数 字 项 目 主 官 


A、B、C、D 这 个 4 人 看 了 招聘 局 事后 ， 前 来 应 聘 数 字 项 目 主 管 的 职 
位 。 他 们 的 资质 参差 不 齐 : A 一 般 ，B 民 好 ，C 优秀 ，D 则 是 顶级 。 作 
为 招聘 者 ， 你 的 目标 就 是 把 D 招 进来 。 























面试 顺序 随机 ， 共 24 种 可 能 : ABCD、ABDC、ACBD、ACDB、 
ADBC、ADCB、BACD、BADC、BCAD、BCDA、BDAC、BDCA、 
CABD、CADB、CBAD、CBDA、CDAB、CDBA、DABC、DACB、 
DBAC、DBCA、DCAB、DCBA。 


第 一 种 策略 是 先 到 先 得 ， 不 管 其 他 人 《 即 策略 0) ， 选 到 最 优 者 的 概率 
为 14。 允 一 种 同样 莫名 其 妙 的 策略 是 把 所 有 人 都 面试 一 过 ， 但 束 要 最 
后 一 人 【策略 3) ， 选 到 最 优 者 的 概率 也 是 1/4. 


但 成 功 概率 可 以 高 过 1/4， 没 想到 吧 。 可 以 先 面 试 1 人 了 解 一 下 大 致 水 
o 但 这 人 肯定 不 要 ， 仅 供 参考 ， 一 出 现 比 他 水 平 高 的 就 直接 要 了 《【 策 
13-5 


这 种 方法 真 的 比 策 略 0 和 策略 3 好 吗 ? 我 们 来 分 情况 讨论 ， 看 选 到 最 优 
者 D 的 概率 有 多 高 。 


第 一 个 面试 的 是 C: 唯一 比 C 强 的 就 是 D，D 一 出 现 就 会 被 录取 ， 有 
6/24 的 可 能 性 。 


第 一 个 面试 的 是 B: 此 时 ，C 和 D 谁 先 出 现 ， 谁 被 录取 。 在 24 种 可 能 
中 ，B 为 第 一 有 6 种 : BACD、BADC、BCAD、BCDA、BDAC 和 
BDCA， 只 有 3 种 情况 会 选 到 D， 所 以 最 终 选 D 的 可 能 性 有 3/24。 


第 一 个 面试 的 是 A: 此 时 ， 第 二 个 面试 者 会 被 选中 。 经 过 检验 发 
现 ， 只 有 2/24 的 可 能 性 会 选 到 D。 


。 第 一 个 面试 的 是 D: 那 就 把 他 淘汰 了 ， 认 倒霉 吧 。 


最 终 ， 按 此 法 ， 有 11/24( 即 46%) 的 可 能 性 选 到 最 优 者 。 另 外 可 知 ， 
选 到 C 的 概率 为 724， 选 到 B 的 概率 为 44/24， 选 到 A 的 概率 为 2/24。 


此 全 略 的 要 扣 是 放 过 第 1 人， 只 作 参 考 。 那 放 过 更 多 人 人， 成 功 概率 会 不 
会 更 高 ? 比如 前 2 人 都 不 要 (策略 2) ， 如 果 第 3 人 比 前 2 人 都 好 ， 就 
要 第 3 人， 否则 只 能 选 第 4 人 。 


此 时 ， 如 果 前 2 人 是 AC、BC、CA CB, D 肯定 中 选 。 如 果 前 2 人 是 
AB 或 BA， 只 有 一 半 情 况 会 选中 D。 如 果 D 是 前 2 人 之 一 ， 则 被 淘 
汰 。 由 此 可 得 D 被 选中 的 概率 为 10/24 (Bl 42%) , m C 被 选中 的 概率 














为 6/24，B 和 A 被 选中 的 概率 只 有 4/24。 


放弃 k 个 人 人， 选择 其 后 第 一 个 比 k 个 人 都 强 的 候选 人 ， 这 样 的 策略 称 
为 “策略 k*。 上 文 已 验证 ， 总 数 N= 4 时， 最 佳 策略 是 策略 1， 约 有 4696 
的 可 能 选 到 最 优 者 。 


FIRS Tut dg 


公司 越 做 越 大 ， 该 请 人 写 写 软文 扩大 影响 。 这 次 有 5 人 来 面试 ， 顺 序 
22 PINO Den ED MINIME 
最 好 。 


最 后 可 知 策略 0 和 策略 4 都 只 有 2096 的 成 功率 ， 而 放弃 第 1 人 【策略 
D 会 将 成 功率 增加 到 41.7%。 策 略 2 最 佳 ， 成 功率 为 43.3%。 策 略 3 的 
成 功率 只 有 35%。 这 些 都 交 由 读者 去 验证 吧 ， 推 理 或 枚 举 都 可 以 。 总 
之 ， 最 佳 策 略 是 放弃 前 2 A. 


人 肯定 有 最 佳 俩 略 ， 是 哪 一 个 ?能 找 出 来 吗 ? 完全 
可 以 ! 


己 知 N= 4 了 时， 最 佳 策 略为 策略 1，N = 5 时 ， 最 佳 策略 为 策略 2。 经 过 
验证 还 可 发 现 ，N=6 和 7 时 ， 最 佳 策略 依然 是 策略 2，N=8、9 和 10 
时 ， 最 佳 策略 是 策略 3。 推 而 广 之 ， 可 以 证 明 工 对 于 N 个 候选 人 ， 策 略 
k(k > 0) 的 成 功 概率 为 : 


1 让 我 们 来 证 明 这 个 公式 ! 对 于 N 个 候选 人 ， 我 们 可 以 分 别 考 虑 每 个 策略 k, k € [0, N- 1]， 计 
算 选 到 最 优 者 的 概率 PQN, k) 是 多 少 。 设 最 优 者 为 第 j 个 候选 人 , /为 一 个 提前 确定 值 的 概率 为 
LN。 如 果 j<k， 则 最 优 者 被 排除 ， 如 果 j=k+1， 那 他 来 得 正好 ， 恰 好 会 被 选中 ， 如 果 j 二 k 
+1， 只 有 kk+1 到 j-1 之 间 没 有 合适 人 选 时 ， 他 才 会 被 选中 ， 这 一 概率 为 K(j-1)。 所 以 ， 最 
优 者 是 第 j 个 候选 人 且 通 过 全 上 略 k 被 选中 的 概率 是 :1/NxKG -1D， 且 > K。 知 ) < KK 时， 此 概 


率 为 0。 由 此 可 得 ， 选 中 最 优 者 的 概率 为 了 ,全 = 2j>k1/N x K/U — 1) 整理 后 可 得 
P(N,k) = k/N Zisk l/(j — 1) 
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图 14.1 不 同 策 略 的 成 功 概率 


当 N=5、10 和 50 时 ， 不 同 策略 的 成 功 概率 不 同 。 用 积分 可 以 证 明 ，N 武 大， 策略 K 的 成 功 概 
N 


P(N,Kk) = vn | 
率 越 接近 N kj, WE thee jr. 


实际 上 ， 有 一 种 简单 的 算法 ， 可 以 算出 任意 〈 足 够 大 ) N 值 的 最 佳 策 略 
是 策略 Ne。 这 里 的 e 是 自然 常数 ， 即 自然 对 数 的 底数 ， 这 是 最 重要 的 
数学 常数 之 一 *?， 约 等 于 2.71828， 许 多 数学 领域 都 要 用 到 它 ， 我 无 法 一 
一 列举 。N 足够 大 时 ， 策 略 Ne 选 到 最 优 者 的 概率 在 36.8% 左右 〈 即 
1/e) à 











?数学 界 为 了 e 和 7 哪个 才 是 最 重要 的 数学 常数 争论 不 休 。 还 有 人 推举 虚数 单位 i 或 者 整数 0， 
但 这 两 个 常数 的 影响 力 较 小 。 唯 一 确定 的 是 ， 大 家 都 最 笑 黄 金 比例 Y 的 拥戴 者 。 

















假如 你 要 招聘 一 个 会 计 ， 有 10 万 人 来 面试 ， 根 据 以 上 理论 应 该 采用 策 
E n 36 788， 即 面试 前 36788 人 ， 但 不 录取 ， 仪 作 参 








考 ， 待 到 之 后 出 现 比 这 36 788 人 都 好 的 候选 者 时 ， 就 直接 录取 。 这 
时 ， 你 选 到 10 万 人 中 最 优 者 的 概率 约 为 36.8%。 
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1960 年 2 月 号 的 《科学 美国 人 》 杂 志 中 。 马 丁 .加 德 纳 在 其 专栏 “数学 游 
戏 " 中 提出 了 一 种 * 古 戈 尔 游戏 "， 玩 家 在 100 张 纸 上 随便 写 下 一 些 数 
字 ， 正 面 朝 下 让 另 一 玩家 猜 ， 这些 数 字 可 大 可 小 ， 可 能 大 如 十 戈 尔 ， 即 
10'0， 洲 戏 由 此 得 名 ! 第 一 个 玩家 一 页 页 翻 ， 觉 得 找到 最 大 数 时 就 人 








“证 苞 尔 游戏 ?的 最 佳 策 略 与 之 前 讨论 的 一 样 ， 如 果 有 100 张 纸 ， 则 应 采 
取 “ 策 略 36”。 加 德 纳 在 下 月 的 专栏 中 就 公布 了 这 个 解 。 


“最 优 集 止 问题 * 还 有 很 多 其 他 名 称 ， 如 “结婚 问题 ”一 一 花花 公子 让 女生 
一 个 个 从 面前 走 过 ， 从 中 选 一 个 做 麦子 ， 此 外 还 有 “ 炮 妆 问题 “选美 问 
题 "等 ， 总 是 有 些 歧视 女性 的 倾 癌 .……. 


这 风气 的 源头 可 追 调 到 17 世纪 。 德 国 天 文学 家 开 普 勒 的 第 一 任 妻子 死 
于 霍乱 ， 他 决定 再 万 一 个 ， 又 不 想 要 之 前 那样 的 包办 婚姻 ， 于 是 就 组 织 
了 史上 最 漫长 的 相亲 。2 年 内 共有 11 位 女性 回复 他 ， 开 普 勒 仔细 比较 
了 每 个 人 的 优 缺 点 ， 最 后 要 了 苏 珊 娜 :多 伊 廷 尼 。 她 是 11 位 候选 人 中 的 
第 5 位 ， 二 人 婚 后 生 了 7 个 孩子 。 实 际 上 ， 不 能 说 开 普 勒 担 出 了 “秘书 
问题 ”， 大 部 分 假设 他 都 没有 遵守， 而 且 他 还 可 以 反悔 。 但 开 普 勒 处 理 
恋爱 问题 的 方式 ， 让 他 成 了 “最 优 停止 > 的 先驱 。 


“秘书 问题 ?的 模型 并 不 切实 际 ， 称 职 的 人 力 资 源 经 理事 先知 道 要 找 什么 
样 的 人 ， 而 应 聘 的 总 人 数 也 许 不 能 预知 。 面 试 需 要 时 间 ， 而 时 间 残 是 金 
钱 ， 不 仅 要 找到 最 优 者 ， 还 要 避免 拖拉 。 错 过 就 不 能 反悔 ? 只 要 候选 人 
还 未 忆 谋 高 就 ， 当 然 可 以 反悔 。 人 力 资源 经 理 还 可 降低 预期 标准 ， 不 一 
定 非 要 退 求 完美 ， 在 最 优 的 两 者 之 间 择 其 一 即 可 。 


数学 家 对 于 好 问题 总 十 不 大 其 烦 。 从 20 世纪 60 年 代 起 ， 针 对 以 上 每 一 
种 方法 都 有 数 十 篇 研究 文章 。 对 “最 优 停止 问题 ”的 探索 远 没 有 停止 ， 
为 它 在 金融 领域 有 很 多 RE) 应 用 。 什 么 时 候 应 该 停止 不 假 思 索 就 生 
搬 硬 套数 学 模型 的 行为 呢 ? 这 也 是 一 个 疝 竺 解答 的 “了 最 优 停止 问 题 ”.……… 
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“您 好 ， 这 是 我 的 简历 。” 

“ 蝎 ， 您 各 方面 的 经 历 都 很 棒 。 有 基础 数学 、 比 较 文学 、 材 料 化 学 
三 个 博士 学 位 ， 还 有 宠物 专业 技术 证 和 教师 证 。 去 年 还 获得 了 诺 贝 
尔 和 平 奖 ， 能 流利 运用 19 种 语言 ， 掌 握 所 有 的 办 公 软 件 ，28 个 奥 
运 会 项 目 中 您 会 20 种 且 达 到 高 级 水 平 ， 包 括 皮 划 艇 。 您 真 的 为 之 
后 的 应 聘 者 设立 了 很 高 的 标准 。 下 一 个 ! ” 

















15 ilb, 大 地 合力 孜 每 君 绝 
前 情 提要 : 


热情 奔放 的 由 梅 拉 上 暗恋 着 英俊 潇洒 的 肖 恩 博士 ， 但 肖 恩 已 和 讨 人 厌 
的 杰 西 卡 结婚 。 帕 梅 拉 还 约 想 着 能 和 文艺 、 颂 雅 的 罗 德 尼 博 士 来 一 
段 情 ， 但 她 刚刚 答应 了 布 莱 德 利 的 求婚 。 布 莱 德 利 疯狂 地 深 爱 着 由 
梅 拉 ， 对 杰 西 卡 和 金 伯 莉 视 若 无 暑 。 罗 德 尼 知道 ， 自 己 虽 然 和 金 伯 
莉 结 了 婚 ， 但 杰 西 卡 才 是 他 的 真爱 。 肖 恩 会 向 帕 梅 拉 表 露 真心 ， 说 
爱 她 胜 过 杰 西 卡 吗 ? 帕 梅 拉 会 癌 肖 恩 倾吐 情 囊 ， 说 爱 他 胜 过 布 羔 德 
利 吗 ? 罗 德 尼 会 不 顾 一 切 追 求 并 不 爱 他 的 杰 西 卡 吗 ? 敬 请 观看 ， 

《 焚 情 烈焰 》 第 74 088 集 ! 
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剪 不 断 理 还 乱 的 感情 戏 ， 等 待 肾 移植 的 病人 ， 申 请 梦想 大 学 的 学 生 ， 他 
们 之 间 有 什么 共同 点 ? 这 问题 似乎 有 点 蓉 名 其 妙 ， 但 问题 的 答案 却 获得 
了 诺 贝 尔 奖 ! 这 就 是 “稳定 婚姻 定理 ”。 


先 说 点 题 外 话 。 从 1901 年 开始 颁发 的 诡 贝 尔 奖 包括 文学 、 医 学 、 物 
理 、 化 学 等 领域 的 奖项 ， 获 奖 者 都 是 各 个 领域 内 的 巨 芯 ， 诡 贝尔 奖 也 孚 
TRIEZR. 1968 年 ， 瑞 典 银行 携手 诺 贝 尔 基金 会 ， 又 增加 了 一 个 新 奖 
项 :“ 纪 念 阿尔 弗 雷 德 : 话 贝 尔 瑞典 旺 家 银行 经 济 学 奖 ?*。 但 始终 没有 话 
贝尔 数学 奖 ， 实 在 令 人 遗憾 。 发 明了 炸药 的 话 贝 尔 为 什么 没有 设立 数学 
X? 真正 的 原因 不 得 而 知 。 有 传闻 说 ， 他 的 妻子 与 一 位 数学 家 过 从 其 
密 。 或 者 ， 诺 贝尔 觉得 数学 不 能 让 世界 变 得 更 美好 ? 世上 有 两 个 奖项 可 
以 堪 称 “数学 界 的 话 贝 尔 奖 ”， 一 是 阿 贝尔 奖 ， 由 挪威 科学 与 文学 院 每 年 
颁发 一 次 ， 表 彰 数 学 家 的 一 生成 就 ， 二 是 菲 尔 兹 奖 ， 由 国际 数学 家 大 会 
每 四 年 一 次 颁 给 40 岁 以 下 的 青年 数学 学 者 。 然 而 ， 数 学 家 们 还 是 找到 
了 寺 回 获得 话 贝 尔 奖 的 方法 一 一 瞄准 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。 


最 近 一 位 走 此 线路 的 数学 家 是 劳 埃 德 : 沙 普 利 ， 他 和 经 济 学 家 阿尔 文 : 罗 
思 同 获 2012 年 诡 贝 尔 经 济 学 奖 。 他 们 巧妙 地 把 “稳定 婚姻 定理 * 用 于 调 
节 供 求 关 系 。 但 他 们 的 研究 与 金融 无 和 大， 而 是 为 了 给 实习 医生 分 配 医 
院 ， 或 给 等 待 移植 的 病人 分 配合 适 的 肯 用。 数学 家 大 卫 : 兰 尔 也 进行 了 






































相关 研究 ， 如 果 他 没有 在 2008 年 不 幸 逝 世 ， 得 奖 的 可 能 是 他 。 
言 归 正 传 ， 让 我 们 回 到 之 前 这 部 情感 大 戏 吧 。 
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上 文中 “纯洁 ?的 男女 关系 可 归纳 为 : 3 女 〈 帕 梅 拉 、 杰 西 卡 、 金 伯 莉 ) 
和 3 男 〈 布 莱 德 利 、 罗 德 尼 、 肖 恩 ) 各 有 理想 对 象 ， 按 喜好 程度 排序 如 
PB: 
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SHRI K) b>r>s- 肖 恩 (s) 


< 一 集 开 始 的 配对 是 ， 帆 梅 拉 和 布 羔 德 利 ， 杰 西 卡 和 站 恩 ， 金 但 莉 和 罗 
德 尼 。 


但 这 种 配对 不 “稳定 ”>: 帕 梅 拉 更 喜欢 省 恩 而 不 是 布 莱 德 利 ， 肖 恩 更 喜欢 
由 梅 拉 而 个 是 杰 西 卡 ， 所 以 归 梅 拉 和 站 轧 都 想 离开 现 伴 侣 ， 携 手 私 弃 到 
天 涯 。 有 没有 一 种 配对 ， 能 让 大 家 抵抗 住 出 轨 的 诱惑 ? 对 编剧 来 说 ， 越 
注 乱 越 好 看 ， 但 数学 家 想 让 大 家 好 好 过 日 子 ， 


3553 女 有 6 种 配对 方法 (只 考虑 男女 搭配 ) ， 其 中 3 种 不 稳定 如 上 
Ma, AARMA) ， 其 他 3 种 虽然 不 能 与 最 爱 共 上 度 一 生 ， 但 大 家 都 可 
以 接受 。 比 如 ， 茶 男 最 后 和 第 三 选择 在 一 起 ， 但 没有 其 他 男士 想 放 弃 现 
伴侣 ， 转 而 选择 此 女 。 


3 种 稳定 配对 如 下 。 


每 个 女士 都 选择 第 一 意愿 (对 男士 非 最 优选 择 ) : 帕 梅 拉 和 多 德 
尼 ， 杰 西 卡 和 肖 恩 ， 人 金 伯 莉 和 布 沫 德 利 。 


每 个 男士 部 选择 第 一 意愿 (对 女士 非 最 优选 择 ) : 骨 梅 拉 和 布 莱 德 
利 ， 杰 西 卡 和 罗 德 尼 ， 金 伯 莉 和 肖 恩 。 


e 大 家 都 将 就 一 下 ， 选 择 第 二 意愿 : 帕 梅 拉 和 肖 恩 ， 杰 西 卡 和 布 莱 德 
利 ， 金 们 和 莉 和 罗 德 尼 。 




















只 有 这 3 种 配对 方法 不 会 有 人 私奔 。 
爱 恨 纠 缠 都 能 如 此 化 解 ? 请 看 下 集 ! 


第 74 089 集 : 新 尔 一 沙 普 利 算法 
前 情 提 要 : 


帕 梅 拉 和 肖 恩 互 诉 衷 肠 ， 决 定 抛 下 布 莱 德 利和 杰 西 卡 ， 双 窒 双 飞 。 

杰 西 卡 不 顾 金 伯 莉 的 阻挠 ， 癌 布 莱 德 利 求婚 。 但 布 莱 德 利 能 抗拒 镇 
上 新 来 的 双胞胎 姐妹 艾 诗 丽 和 凯 蒂 丝 吗 ? 戴 茜 会 不 会 把 戴 维 和 芭 世 
拉 的 真相 告诉 阿 斯 特 ? 查理 能 否 及 时 进行 肾 移植 手术 ? 敬 请 观看 ， 
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我 们 来 把 问题 推广 一 下 。 假 设 有 NN 男女 要 互 定 终身 (还 是 只 考虑 男 
女 搭 配 ) ， 每 个 男士 根据 喜好 程度 给 女士 排序 (无 并 列 ， 无 遗漏 ) ， 女 
士 也 给 男士 排序 。“ 稳 定 婚姻 问题 ?可 表述 为 : 是 否 总 能 配 成 WN 对 稳定 伴 
和 
it B? 


“稳定 婚姻 问题 * 还 有 个 变 体 一 一 “合租 问题 ”( 同 性 可 配 ， 即 超越 性 别 

的 “稳定 婚姻 问题 >) . 2N 个 学 生 要 合租 N 个 房间 ， 每 人 都 有 喜欢 和 不 
喜欢 的 室友 ， 按 个 人 喜好 程度 排序 ， 分 配 结果 要 稳定 ， 不 能 有 两 个 不 住 
一 屋 的 学 生 都 想 让 自己 的 室友 深 梨 ， 而 让 对 方 住 进来 。 很 快 束 能 发 现 ， 
此 变 体 在 某 些 情况 下 无 解 。 


假设 有 4 个 学 生 A、B、C、G，A 最 喜欢 B，B 最 喜欢 C，C 最 喜欢 
A， 而 谁 都 不 想 和 G 这 个 矫情 鬼 住 一 屋 。 此 时 不 管 怎么 组 合 ， 和 G 一 屋 
的 人 总 是 想 换 室友 。 

从 “合租 问题 ?可 以 看 出 ， 要 让 婚姻 稳定 并 不 容易 ， 也 许 人 类 就 是 无 法 抗 
拒 出 轨 的 诱惑 呢 ? 错 ! 男女 搭配 总 能 找到 稳定 配对 ， 让 大 家 白头 借 老 ， 
步骤 也 很 简单 。 


首先 ， 男 士 去 找 最 喜欢 的 女士 。 如 宋 茶 女士 被 2 位 及 以 上 的 男士 示爱 ， 
则 选 自 己 最 中 意 的 〈 先 不 着 急 结婚 )。 


被 拒绝 的 男士 转 而 向 第 二 选择 示爱 。 女 士 则 在 上 一 轮 已 示爱 男士 (如 果 






































A) 和 新 一 轮 示 爱 男 士 中 选 最 喜欢 的 。 每 位 女士 都 获得 至 少 一 次 示爱 
时 ， 配 对 结束 ， 可 以 举行 婚礼 啦 ! 


照 此 办 法 ， 一 定时 间 后 ， 每 位 女士 都 会 被 表白 ， 而 男士 不 会 回 同 一 女士 
示爱 2 次 。 最 重要 的 是 ， 由 此 得 出 的 婚姻 必然 稳定 。 比 如 ， 罗 德 尼 喜欢 
杰 西 卡 ， 但 算法 却 把 金 伯 莉 配给 他 。 配 对 时 ， 罗 德 尼 一 定 先 找 杰 西 卡 ， 
只 有 杰 西 卡 看 上 别人 并 主动 离开 时 ， 罗 德 尼 才能 去 找 金 伯 和 莉 。 也 就 是 
说 ， 杰 西 卡 更 喜欢 现 丈夫 ， 而 不 是 多 德 尼 ， 这 样 的 结合 才 是 稳定 的 。 


此 算法 对 男士 最 优 。 如 果 男 女 交 换 ， 则 对 女士 最 优 。 如 果 两 结果 刚好 一 
致 ， 说 明 只 有 一 种 稳定 组 合 。 


我 举例 说 明 。 假 设 有 4 女 〈 艾 什 丽 、 下 色拉 、 动 带 丝 和 戴 落 ) . 4 男 
〈 阿 斯 特 、 布 莱 德 利 、 查 理 和 戴 维 ) ， 喜 好 排序 如 下 : 


M CA) Dob [MNE (a) 


























被 2 人 示爱 〈 阿 斯 特 和 布 莱 德 利 ) ， 芭 芭 拉 和 戴 贡 只 
有 1 人 示爱 。 茧 什 丽 会 留 下 阿 斯 特 (第 3 选择 ) ， 拒 绝 布 莱 德 利 (第 4 


e 艾 什 丽 : 阿 斯 特 ” 布 羔 德 利 


e Jim z.: TE 
e kpi: 戴 维 
e 等 竺 中: 布 莱 德 利 


布 莱 德 利 义 同 第 二 选择 戴 薄 示爱 。 戴 苦 喜 欢 布 莱 德 利多 过 戴 维 ， 于 是 戴 
维 被 抛弃 。 


e XAFI: 阿 斯 特 ” 布 业 德 利 


EEM: 查理 


AU: ARTE REAN] 

e SEG EAE 
约会 继续 。 戴 维 癌 臣 世 拉 示爱 ， 和 被 接受 ， 碍 理 被 抛 工 。 香 理 辣 艾 什 丽 示 
爱 ， 艾 什 丽 为 他 放弃 阿 斯 特 。 阿 斯 特 向 芭 芭 拉 示 爱 被 拒 ， 只 好 罕 手 明 带 
丝 。 配 对 完成 ， 而 且 稳 定 ! 

e 艾 什 丽 : PHE AKEN AH 

e UEM: 查理 WE 阿 斯 特 

。 凯 蒂 丝 : 阿 斯 特 

e Ryu: 戴 维 MRKA] 


此 算法 的 结果 对 男士 最 优 。 在 本 例 中 ， 对 女士 也 最 优 一 一 些 设 定 下 只 有 
一 种 稳定 配对 。 


另外 ， 男 女 数量 不 等 时 ， 此 算法 依然 有 效 。 








第 74090 集 : 语 贝 尔 奖 的 获得 者 是 ..…….. 
前 情 提要 : 


阿 斯 特 无 奈 之 下 只 好 选择 凯 带 丝 ， 如 果 她 发 现 自己 只 是 第 三 人 选 ， 
会 作 何 反应 ? 生性 冲动 的 杰 西 卡 知道 了 布 莱 德 利和 戴 贡 的 过 往 会 如 
何 ? 得 理 能 及 时 接受 肯 移 植 手术 吗 ? HRR ERE? 稳定 婚姻 
E C d 

! 


1962 Œ, A BA RIOT dec VP TA AC iR. WANDER M 
个 大 学 的 问题 《大 学 招生 人 数 有 限 ) ， 为 “稳定 婚姻 定理 ?打下 基 
础 。“ 大 学 申请 问题 ”的 解法 同 “ 稳 定 婚 姻 问题 "一样 ， 学 生 按 喜 好 顺序 加 

















大 学 提出 申请 。 


沙 普 利 还 研究 了 为 一 种 情形 方 无 特定 襄 好 ， 典 型 例子 就 是 给 占 官 
捐献 者 和 等 待 移植 病人 配对 。 沙 普 利 调整 了 “稳定 婚姻 算法 ”， 建 立 了 一 
个 系统 ， 在 美国 许多 州 沿用 至 今 。 


20 世纪 80 年 代 ， 阿 尔 文 : 罗 思 研究 了 美国 住院 医生 分 配 项 目 

CNRMP) ， 此 项 目 用 于 将 实习 医生 分 到 全 国 各 医院 。 他 发 现 此 项 目 用 
的 是 盖 尔 一 沙 普 利 算法 ， 分 配 结果 稳定 。 后 来 在 1995 年 ， 太 多 医生 情 
侣 要 求 分 在 同一 区 ， 该 系统 就 不 演 用 了 。 罗 思 受 命 改 进 算法 ， 新 系统 至 
今 仍 在 使 用 。 


其 实 ， 劳 埃 德 . 沙 普 利 和 阿尔 文 . 罗 思 从 未 共事 过 ， 他 们 一 个 提出 理论 ， 
一 个 进行 实践 ， 结 合 起 来 最 终 获得 诺 贝 尔 奖 。 谁 说 数学 家 不 能 让 世界 变 
得 更 美好 呢 ? 

















前 情 提 要 : 





劳 埃 德 和 阿尔 文 最 终 折 桂 。 但 好 景 不 长 ， 凯 蒂 斯 看 穿 了 阿 斯 特 的 为 
人 人， 要 把 家 族 企业 份额 卖 给 直接 竞争 对 手 。 杰 西 卡 惊 觉 布 莱 德 利和 
戴 东 有 一 私生子 ， 犹 如 晴天 霹雳 ， 她 再 也 不 相信 爱情 。 查 理 觉 得 肖 
恩 在 骗 他 ， 对 其 医术 起 了 疑心 。 命 运 纠 葛 ， 何 去 何 从 ? 敬 请 观看 ， 

《 焚 情 烈焰 》 第 74 091 集 ， 大 结局 ! 














16 WAHL EA? 
“我 要 送 指环 去 厅 多 。” 
«BRE E. JuemEA.WREEPRH—HBIJ." 
“BEAJ, ERDRE, RIESS. ” 
“我 的 弓 也 任 君 写 令 。” 
“我 的 荐 也 任 君 写 令 ! ” 


“ 慢 点 慢 点 ， 别 七 嘴 八 舌 的 ， 队 里 没 那么 多 位 置 。 我 们 投票 吧 ， 看 
谁 送 指环 去 末日 山 。” 





x k 米 





EEREN, RMS AMIAR, EEES FARILA 
名 字 ， 装 入 小 信封 。 上 次 投票 是 选 地 区 委员 ，6 年 1 届 。 


与 总 统 选 举 、 省 议会 选举 、 国 民 议 会 选举 不 同 ， 法 国 地 区 选举 的 席 

位 “ 按 比 例 ” 分 配 。 说 得 具体 点 ， 就 是 (两 轮 ) 赢 者 多 占 比 例 代 表 制 ， 得 
票 最 高 者 先 占 1/4 席位 〈( 按 进 一 制 1 计算 ) ， 其 余 3/4 席位 按 比 例 分 
配 。 其 中 还 有 些小 细节 ， 得 票 5% 以 下 的 党 派 不 参与 席位 分 配 。 在 第 二 
轮 投票 开始 前 ， 得 票 5% 以 上 者 可 与 得 票 10% 以 上 者 联合 。 此 乃 法国 
《选举 法 》 第 L338 条 的 规定 ， 由 2003 年 4 月 11 日 第 2003-327 号 法 律 
修改 确立 。 此 条 法 律 还 更 加 细致 地 规定 ， 席 位 按 “最 大 均 数 法 ”分 配 。 数 
学 家 看 到 《选举 法 》 里 出 现 这 样 的 字眼 ， 真 是 激动 万 分 啊 ! 


1 如 果 出 现 小 数 ， 就 取 大 于 小 数 的 最 小 整数 ， 如 2.3 和 2.7 都 进 一 位 为 3。 一 一 译 者 注 


让 我 们 先 告别 法 国 ， 去 中 土 世 界 看 看 。 甘 道夫 为 保护 指环 要 组 建 一 个 兄 
弟 会 ， 共 有 8 个 席位 。 公 平 起 见 ， 他 让 大 家 投票 ， 按 得 票 比例 分 配 席 

位 。 开 始 有 许多 党 派 参 与 选举 ， 到 第 2 轮 只 剩 3 个 : 人 族 党 、 堆 比特 运 
动 、 精 灵 与 矮人 联合 会 。 参 与 投票 的 只 有 410 人 。 结 果 霍 比特 人 以 217 
票 (52.9960 大 比例 胜出 ， 人 族 党 获得 120 票 (29.3%) ， 精 灵 与 矮人 仅 




















获 73 票 〈17.8%) 。 问 题 来 了 ， 霍 比特 人 当然 应 占 更 多 席位 ， 但 到 底 是 
py? 


如 果 严 格 按 比 例 分 配 ， 霍 比特 人 应 得 4.23 席 (8x52.990 ， 人 族 党 应 得 
2.34 E (8x29.39600 ， 精 灵 与 矮人 应 得 1.42 E (8x17.8%) 。 但 席位 又 
不 能 砍 成 两 半 ， 只 能 是 整数 。 如 何 取 整 ? 如 果 用 进 一 法 ， 则 5+3+2= 
10， 共 需 10 个 席位 ， 比 实际 8 席 多 出 2 席 。 如 果 用 去 尾 法 ， 则 4+2+ 
1=7， 又 比 实际 8 席位 少 1 席 。 用 四 舍 五 入 法 也 多 出 工 席 。 


这 怎么 行 ? 8 个 席位 一 个 不 能 多 ， 一 个 不 能 少 。 当 然 ， 也 可 以 采用 抽签 
或 者 “ 抢 座 位 ?游戏 决定 最 后 工 席 归 谁 。 但 和 平 来 之 不 易 ， 哪 一 族 也 不 能 
触 经 。 


为 了 拯救 中 士 世界， 只 能 召唤 数学 家 了 1 
最 大 余额 法 黑 尔 数额 


最 直观 也 是 最 早 被 考 碟 的 方法 ， 就 是 最 大 余额 法 。 英 国人 托马斯 : 黑 尔 
第 一 个 提出 按 比例 分 配 席位 的 具体 方法 。 但 他 只 是 政治 改革 者 ， 不 是 数 
学 家 ， 因 此 他 的 方法 有 缺陷 ， 我 们 后 面 绸 说 。 


黑 尔 提出 的 具体 做 法 如 下 : 用 公式 《所 获 选票 数 ) x 席位 数 ) / GR 
RAZO 算出 每 个 党派 的 精确 分 配 数 ， 取 其 整数 部 分 给 予 席位 。 剩 余 席 
位 依次 给 予 余额 最 大 者 一 一 即 小 数 部 分 最 大 者 ， 称 为 “最 大 余额 原则 ”。 


以 中 土 投票 为 例 ， 精 灵 与 矮人 联合 会 的 剩余 小 数 部 分 最 大 ， 所 以 再 得 1 
席 ， 在 兄弟 会 中 占 2 席 ( 表 16.1) 。 











表 16.1 整数 部 分 席位 分 完 后 ， 还 剩 1 席 。 精 灵 与 矮人 联合 会 的 剩余 
小 数 部 分 最 大 ， 将 获得 此 席位 


党 派 精确 分 配 | 第 一 步 分 得 席 | 剩余 小 数 部 | 男 得 席 | 最 终 席 
; 数 位 分 位 位 

















2.341 0.341 








“ 黑 尔 余额 法 ”是 19 世纪 第 一 种 按 比 例 分 配 法 ， 但 很 决 就 让 位 给 了 其 Lt 
jx, 现在 只 有 意大利 选 欧洲 议会 的 议员 时 还 在 沿用 。 这 种 方法 为 什么 
RAHIT? 因为 它 会 产生 “阿拉 巴 马 悖 论 ”。 


1880 年 ， 美 国政 府 进 行 10 年 一 次 的 人 口 普 查 ， 正 好 借 此 机 会 重新 计算 
众议院 各 州 虎 位 ， 因为 席位 应 与 人 口 成 比例 。 总 席位 数 未 定 ， 故 而 有 好 
K 。 总 席位 为 299 席 和 300 席 的 情况 引起 了 美国 人 口 普查 局 的 注 
, B Won 阿拉 巴 马 州 在 总 数 为 299 席 时 可 得 8 席 ， 而 总 
数 为 300 Jst 时 却 只 帝 。 仔 细 看 一 下 人 口 普 查 的 数据 便 会 发 现 ， 当 有 
299 席 时 ， 第 DES M oo ) 得 7 席 ， 其 小 数 部 分 排名 
第 22 位 ， 所 以 又 获 1) 席 ， 当 有 300 席 时 ， 第 一 步 分 出 280 席 ， 阿 拉巴 
马 州 的 小 数 部 分 列 第 21 位 ， 不 能 再 获 额外 席位 。 那 论 就 此 产生 。 
指环 兄弟 会 也 会 倍 上 同样 的 奇怪 情况 。 如 果 甘 道夫 让 出 预 留 给 自己 的 席 
位 ， 总 席位 变 为 9， 重 新 计算 一 下 问题 束 来 了 〈 表 16.2) 。 霍 比特 人 和 
2 Hm 精灵 与 矮人 联合 会 只 得 1 席 。 所 以 ， 还 是 是 别 用 < 黑 尔 余 
额 法 ”了 。 


表 16.2 LUE 9， 用 “ 黑 尔 余额 法 ”重新 计算 ， 精 灵 与 矮人 联 


合 会 反而 少 1 


umm PE: a 部 eos 


精灵 与 矮人 联合 
会 






































73 ]|1.602 0.602 








为 了 理解 此 方法 的 缺陷， 可 用 等 边 三 角形 来 表示 不 同 的 得 村 情况 。3 D 
反对 应 3 CUR, A EE HERRE Z5), B 是 人 族 党 ，C 是 精灵 与 矮人 联合 


分; 


顶点 表示 相应 党 派 获 得 全 部 选票 ， 而 三 角形 中 点 代表 选 桶 完全 均匀 地 分 
给 3 个 党 派 。 得 票 情况 可 用 三 角形 重心 “位置 来 表示 ， 离 某 顶 点 越 近 ， 
则 相应 和 党派 得 票 越 多 。 


“几何 中 ， 三 角形 的 重心 即 平衡 点 。 如 果 在 顶点 配 权 重 ， 则 平衡 点 也 随 之 改变 。 























比如 ， 按 A、B、C 权重 为 217、120、73 计算 ， 所 得 重心 即 代表 
217 : 120 : 73 的 得 票 结 果 。 霍 比特 人 得 票 比 其 他 两 党 多 得 多 ， 所 以 重 
心 离 顶点 A 也 相应 近 得 多 (图 16.1) 。 


A(8:0:0) 





人 族 党 席位 
图 16.1 得 票 示 意图 (一 ) 


三 角形 中 每 一 点 对 应 一 种 得 票 结果 。 总 席位 有 8 席 ， 按 “ 黑 尔 余额 法 ”划分 出 不 同 区 域 ( 六 边 
Æ) ， 对 应 不 同 席位 分 配 。 图 中 黄 点 代表 中 土 世界 的 投票 结果 ， 即 按 A、B、C 权重 217、 
120. 73 得 到 的 重心 ， 最 后 落 在 区 域 (4, 2, 2) 内 。 


图 中 所 划 区 域 代 表 了 最 大 余额 法 得 出 的 席位 分 配 。 按 8 席 划 分 ， 则 得 票 
217 : 120 : 73 对 应 的 点 落 在 区 域 (4, 2, 2) 。 但 按 9 席 划 分 ， 这 一 点 却 
落 在 区 域 (5, 3, 1) (图 16.2) 。 这 束 用 几何 方法 表示 出 了 “阿拉 巴 马 悖 
论 ” 一 一 总 席位 不 一 样 时 ,，“ 黑 尔 余 额 法 ”分 区 不 重合 。 





A(9:0:0) 





B(0:9:0) ! ! | | ! ! ' C(0:0:9) 


人 族 党 席位 
图 16.2 得 票 示 意图 (二) 


安 “ 黑 尔 余 额 法 "， 总 席位 为 8 席 和 9 席 时 的 分 区 不 重合 。 比 如 ， 黄 点 代表 权重 为 
(217 : 120 : 73) 的 得 票 结果 ， 总 席位 为 9 时， 它 位 于 黄色 区 域 (5, 3, 1) ， 而 不 是 我 们 所 期 望 
的 位 于 深蓝 色 区 域 (5, 2, 2) 、 (4,3,2) 或 (4, 2,3) 。 


“ 黑 尔 余额 法 "也 不 必 被 彻底 放弃 ， 只 需 稍 加 改进 即 可 。 总 席位 增加 时 某 
党 席位 反而 减少 的 “阿拉 巴 马 尽 论 ”虽然 无 法 避免 ， 但 可 以 限制 。 比 如 ， 
瑞士 选举 联邦 议会 国民 院 代 表 时 ， 使 用 的 方法 近似 “ 黑 尔 余额 法 ”， 称 
为 “ 哈 根 巴赫 一 比 朔 夫 数 额 法 ”， 得 名 于 瑞士 物理 学 家 爱德华 : 哈 根 巴赫 
E 在 此 变 体 中 ， 不 按 总 席位 数 计算 精确 分 配 数 ， 而 以 总 席位 数 
+1 计算 。 


最 大 均 数 法 : 东 特 法 





“阿拉 巴 马 悖 论 ” 能 人 否 被 彻底 消除 呢 ? 能 。 法 国 地 区 选举 使 用 的 最 大 均 数 
法 就 由 此 而 来 。 要 注意 的 是 ， 虽 然 法 国 《选举 法 》 规 定 使 用 “最 大 均 数 
规则 ?， 但 并 未 说 明 共 体 哪 种 。 其 实 有 好 几 种 最 大 均 数 法 ， 相 似 也 相 
A ege DUI EE 
z "ZNTSI o 


其 概念 是 将 席位 一 个 一 个 分 出 去 ， 而 不 像 最 大 余额 法 那样 一 下 子 全 分 出 
人 deo go uS 
不 会 收回 。 


具体 做 法 如 下 : SIEG 工 席 ， 得 票数 与 席位 数 之 比 最 高 的 党 可 保留 此 
席 ， 第 工 个 席位 分 配 完 成 。 以 此 类 推 ， 直 到 所 有 席位 分 完 。 


在 实际 操作 中 ， 可 以 用 表格 形式 列 出 得 票数 与 所 有 可 能 的 席位 数 之 比 ， 
取 比 值 最 大 的 前 几 位 ， 即 可 知晓 相应 党 派 应 得 多 少 席位 。 


将 此 法 用 于 中 土 世界 ， 不 管 总 席位 是 8 个 还 是 9 个 ， 精 灵 与 矮人 联合 会 
都 只 能 拿 到 1 席 ， 还 是 被 亏 待 。 因 此 ， 采 用 “ 东 特 法 ”的 变 体 一 一 得 名 自 
法 国 数学 家 安 德 烈 : 圣 拉 古 的 “ 圣 拉 古 法 ”会 更 好 : 每 轮 席 位 不 是 一 个 一 
0 是 一 对 一 对 4 人 《家 -16.3) 3 

最 大 均 数 法 依然 难 逃 悖 论 的 困扰 。 按 此 法 ， 某 党 所 获 席 位 可 能 不 符合 精 
确 分 配 数 的 取 整 ， 比 如 某 党 精确 分 配 数 为 4.1， 却 只 得 3 席 。 此 谓 不 符 
合 配额 规则 。 


K 16.3 不 同 的 最 大 均 数 法 
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取 最 大 的 8 PAUE GEE) ， 即 可 知晓 相应 党 派 应 得 的 席位 。 如 再 多 1 席 ， 则 这 第 9 席 给 予 下 
一 个 最 大 值 即 可 《黄色 ) 。 指 环 兄 弟 会 若 按 " 东 特 法 ”分 配 席位 ， 精 灵 与 矮人 联合 会 也 不 占 优 。 
对 他 们 而 言 ， 圣 拉 古 法 更 好 ， 可 得 应 得 的 2 席 。 


有 没有 一 种 比例 分 配 法， 完全 没有 悖 论 呢 ? 数学 家 米 鞭 尔 ' 巴 林 斯 基 和 
经 济 学 家 佩 顿 : 扬 钻 研 过 此 问题 ， 并 于 1980 年 提出 了 一 条 恢 人 的 定理 : 
在 数学 上 ， 不 可 能 有 一 种 比例 分 配 法 ， 既 符合 配额 规则 ， 又 没有 任何 悖 
沦 。 所以， 数学 证 明了 ， 比 例 代 表 制 民主 不 可 能 完美 。 但 这 才 古 地 区 选 
举 ， 下 面 再 看 看 数学 家 对 总 统 选 举 有 何 高 见 .…… 


x kK k 











中 十 世界 第 四 纪元 就 此 开始 .………. 指 环 兄 种 会 虽 已 解散 ， 但 爱 与 友谊 
永远 联系 痢 他 们 。 目 甘 道 夫 组 织 比例 代表 制 选举 起 13 个 月 过 去 
了 ， 现 在 我 们 眼前 是 一 派 熟 悉 的 景象 一 一 到 家 了。 





17 如何 选 总 统 ? 


“这 次 总 统 选举 ， 你 要 投票 给 谁 啊 ? ” 


“我 自 有 想法 ， 选 择 一 定 要 慎重 。 照 民 调 来 看 ， 我 最 喜欢 的 两 个 候 
选 人 都 没 机 会 当选 ， 而 且 两 个 人 中 我 只 能 投 一 个 。 或 者 ， 我 应 该 投 
给 主张 类 似 、 能 进 第 二 轮 选举 的 那个 人 一 一 他 稍 差 卡 ， 但 聊 胜 于 无 
啊 。 实 在 不 行 还 可 以 投 给 极 右派 那 女 的 ， 她 第 二 轮 上 朋 定 输 ， 力 外 那 
AMS PADER, E? 还 有 那个 中 间 派 ， 他 倒是 寻求 共识 ， 也 
PERRI BERRA SEARE... 
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决定 一 国 命运 的 人 该 怎么 选 ? 数学 家 曾 研究 出 许多 投票 方法 ， 创 意 十 

足 。 这 里 只 讨论 多 数 一 人 当选 制 ” 一 一 最 终 只 选 一 人 。 如 果 全 民 投 票 ， 

如 法 国 总 统 选举 或 立法 选举 ， 称 为 直接 选举 。 也 可 由 一 些 人 代表 人 民 投 
票 ， 如 美国 总 统 选举 或 法 国 国民 议会 议长 选举 ， 称 为 间接 选举 。 如 何 选 
出 最 能 代表 民意 的 人 ? 这 就 是 我 们 要 研究 的 问题 。 一 人 一 票 ， 真 能 选 出 
大 家 都 想 要 的 人 吗 ? 


要 选 出 人 心 所 向 的 总 统 ， 第 一 个 想到 的 便 是 “两 轮 多 数 当 选 制 "， 法 国 总 
统 选举 就 使 用 此 方法 。 选 氏 给 候选 人 投票 ， 如 有 人 获得 绝对 多 数 〈 多 于 
50% 的 选票 ) ， 即 当选 ;否则 进行 第 二 轮 ， 候 选 人 数 有 限 ， 通 闻 为 2 
人 。 也 有 “一 轮 多 数 当 选 制 ”， 如 墨西哥 总 统 选举 。 


还 有 一 种 方法 需要 选民 给 候选 人 排序 ， 如 澳大利亚 众议院 选举 ， 这 种 方 
法 称 为 “排序 复 选 法 ”>: 有 多 少 紧 把 东 人 列 为 最 佳 ， 该 人 得 票 就 是 多 少 ; 
如 采 无 人 获得 绝对 多 数 ， 则 获得 最 少 “ 最 佳 ? 票 的 人 科 淘 达 ， 选 该 人 

为 “最 佳 ” 的 选票 转 给 这 些 选票 中 的 第 二 人 选 。 以 此 类 推 ， 候 选 人 被 一 个 
个 淘汰 ， 直 至 有 人 获得 50% 以 上 选票 。 此 方法 还 有 一 种 变 体 ， 称 为 " 库 
姆 斯 法 ”"， 道 理 一 样 ， 只 是 淘汰 获得 最 多 “最 差 " 肾 的 人 ， 而 非 获 得 最 
少 “ 最 佳 ? 票 的 人 。 此 方法 和 许多 电视 选秀 很 像 。 正 如 真人 秀 节 目 《 和 幸存 
者 》 的 投票 制 那样 ， 谁 活 到 最 后 谁 胜 利 。 


“ 波 达 法 ”更 有 创意 ， 俗 称 “ 歌 手 大 赛 法 ”选民 给 候选 人 打分 ， 通 常 最 佳 









































者 为 N， 其 余 依 次 减 1， 得 分 最 高 者 胜出 。 


这 些 选举 制度 中 ， 有 没有 最 好 的 一 种 方法 ? 选民 能 不 能 达成 共识 ? 那 得 
看 大 家 对 选举 是 什么 态度 ， 但 如 果 想 要 符合 常识 性 的 规则 ， 那 答案 
是 ...... 不 能 ! 


RERE 


我 们 举例 说 明 (图 17.1) 。 在 那 遥 远 的 地 方 ， 有 4 座 城 市 ， 人 口 分 别 为 
3500. 2400. 2100 和 2000. A 城 是 首府 ， 在 最 西边 ， 人 口 也 最 多 ，B、 
C. DD 城 都 位 于 东边 。 有 人 要 建 动物 园 ， 在 任何 一 城 名 可。 当然 ， 人 人 
都 想 动物 园 离 自己 家 近 点 ， 这 样 摸 斑马 、 赏 鲸鱼 也 不 用 跑 太 远 。 比 例 代 
表 制 选 出 的 地 区 委员 会 决定 倾听 民意 ， 让 民众 投票 选 址 。 大 家 当然 只 投 
自己 城市 ， 结 果 显 而 易 见 : 若 采 用 一 轮 多 数 当 选 ， 那 首府 ANDE 

若 采 用 两 轮 多 数 当 选 ， 由 于 A 城 离 另 3 城 太 远 ， 第 二 大 城 B 会 胜出 ; 

若 用 库 姆 斯 法 ，A 城 人 口 虽 多 ， 第 一 轮 就 会 被 淘汰 ， 依 然 是 B 城 胜 出 ; 
若 用 排序 复 选 法 ， 人 口 最 少 的 DD 城 第 一 轮 被 淘汰 ， 其 选票 会 转 给 第 二 
选择 一 一 人 口 第 三 的 C 城 ，C 城 顺利 通过 第 二 轮 ， 并 最 终 在 第 三 轮 中 胜 
di 考 用 波 关 法 ， 人 口 最 少 的 D 城 会 胜出 ， 因 为 大 部 分 人 将 其 作为 第 


二 选择 。 
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图 17.1 此 区 域 有 4 个 城市 ， 不 同 的 选举 方法 会 得 出 不 同 的 结果 


(a) 若 采用 两 轮 多 数 当 选 制 ， 则 B 城 胜出 ， 因 为 C 和 了 城 居 民 在 第 二 轮 会 投票 给 B 城 。 (b) Æ 
采用 一 轮 多 数 当选 制 ， 则 A 城 胜出 ， 因 为 其 人 口 最 多 。(c) 奉 采 用 排序 复 选 法 ， 则 C 城 胜 出 ， 
因为 其 在 第 二 轮 中 获得 D 城 的 选票 而 排 第 一 ， 在 第 三 轮 中 又 获得 B 城 选 票 而 最 终 当选 。(d) F 
采用 库 姆 斯 法 ， 则 B 城 胜出 ， 因为 A 城 在 第 一 轮 被 淘汰 ， 第 二 轮 其 选票 给 B 城 ，B 城 获得 绝对 
多 数 。(e) 奉 采 用 波 达 法 ， 则 D 城 胜 出 ， 因 为 大 部 分 人 把 D 城 作 为 第 二 选择 ， 总 评分 最 高 。 


> 就 看 用 哪 种 投票 方法 ， 这 么 看 来 哪 种 也 
Hf 3E. 
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H , 一 其 他 城 
市 ，B 城 的 支持 者 都 肯定 超过 半数 。4 座 城 分 8 组 ， 两 两 对 决 即 可 见 分 
晓 ( 表 17.1) 。 不 管 对 谁 都 能 获胜 的 ， 称 为 “ 孔 多 器 说 家 ”， 得 名 上 自 和 孔 多 
ERK fte 18 世纪 末 第 一 批 从 数学 角度 研究 选举 代表 性 的 人 之 一 。 

















表 17.1 4 座 城 按 8 组 两 两 对 决 ，B 城 总 胜出 ， 称 为 “ 孔 多 赛 赢 家 ?” 


ILERA 
对 决 





所 以 ， 只 要 找到 “ 孔 多 寄 顾 家 ”， 大 家 都 服气 ， 问 题 就 解决 了 。 这 看 似 不 
错 ， 但 事情 没 这 么 简单 。 在 某 些 情况 下 ， 这 样 的 候选 者 不 存在 。 可 举 的 
例子 很 多 ， 比 如 在 体育 比赛 中 ，3 文 队伍 互 有 胜 负 ， 谁 也 不 比 谁 强 。 同 
样 ， 没 有 任何 一 只 宠物 小 精灵 的 属性 1 可谓 最 强 ， 猜 拳 游戏 中 的 石头 、 
剪刀 、 布 谁 也 不 会 必 胜 。 


| : 完 物 小 精灵 的 属性 会 影响 战斗 结果 : 比如 ， 水 克 火 ， 火 克 草 ， 草 又 克 水 。 


这 种 现象 称 为 “ 非 传递 性 ”， 当 候选 人 达到 3 个 以 上 时 融 可 能 出 现 。 假 设 
A, BA C 三 人 参加 选举 ， 选 民 分 成 三 派 ， 选 择 如 下 : 


e 359% 认 为 A> B» C; 
e 249%6 认 为 B> C> A; 
e 419%6 认 为 C> A» B. 
由 此 可 知 ，65% 的 人 认为 C 比 A 强 ，769% 的 人 认为 A 比 B 强 ，59% 
的 人 认为 B 比 C 强 。 如 果 C 当选 〈 一 轮 或 两 轮 多 数 当 选 制 ) ， 仍 有 超 
一 半 的 人 认为 B 更 能 胜任 。 总 之 ， 在 某 些 情况 下 ,“ 孔 多 塞 赢家 ”不 存 


人 在。 但 如 数 存 人 在， 如 动物 园 选 址 的 例子 ， 各 种 选举 万 法 能 售 把 肆 家 找 出 
K? 答案 又 令 人 失望 : 上 述 5 种 方法 都 不 能 保证 做 出 最 佳 选择 。 不 难 想 








象 ， 某 位 候选 人 被 所 有 选民 列 为 第 二 人 选 。 在 多 数 当选 制 中 ， 这 位 候选 
人 无 任何 当选 的 可 能 ， 但 如 果 和 其 他 候选 人 单个 对 决 ， 他 都 会 胜出 。 


幸好 ， 十 几 位 数学 家 回 孔 多 赛 侯 茵 伸 出 了 援手 。 他 们 提出 了 一 些 方法 ， 

只 要 “ 孔 多 赛 局 家 ”人 存在， 了 就 一 定 能 找 出 来 。 经 讲学 家 邓肯 : 布 莱 死 于 20 

世纪 初 提出 了 最 简单 的 一 种 方法 ， 综 合 了 两 种 选举 方法 XEM 

给 候选 人 排 厅 ， 然 后 按 孔 多 禾 法 让 候选 人 两 两 对 决 ， 如 末了 筷 多 器 瓦 家 存 

在 ， 即 会 胜出 ;， 知 不 存在 ， 就 按 波 达 法 给 候选 人 打分 ， 以 决胜 负 。 布 莱 
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阿 岁 来 了 
要 不 要 放弃 所 有 多 数 当 污 制 ， 改 用 布莱克 方法 ， 或 其 他 孔 多 守法 的 变 
? 




















其 实 不 用 急于 定论 ， 因 为 就 连 孔 多 塞 法 也 不 能 保证 选举 是 “民主 的 。 


1951 年 ， 肯 尼斯 - 阿 罗 研 究 了 什么 样 的 投票 过 程 才 能 算 民主 。20 年 后 ， 
他 获得 了 诡 贝 尔 经 济 学 奖 。 假 设 最 少 有 3 名 候选 者 ， 最 终 只 选 出 1 人 ， 
选民 按 喜 好 程度 给 候选 人 排序 。 阿 罗 指 出 ， 民 主 选 举 应 符合 三 大 原则 。 


其 一 ， 普 通 原则 : 任何 排序 都 不 能 移 验 航 人 否 。 比 如 ， 完 法 不 能 茶 止 选民 
将 30 区 以 下 候选 人 排 在 末 位 。 前 文 各 选举 方式 都 符合 此 原则 。 


其 二 ， 全 体 原则 : 如 果 每 个 选民 都 觉得 A 比 B 强 ， 那 最 后 结果 也 应 该 
^E ALB 强 。 这 是 理所当然 的 事 ， 前 文 各 选举 方式 也 部 符合。 


其 三 ， 独 立 原则 :， 备 选 不 应 影响 相对 排序 。 这 就 有 问题 了， 两 位 候选 人 
的 最 终 排序 只 应 取决 于 每 个 选民 的 偏好 ， 也 就 是 说 ， 如 果 态 有 第 三 位 候 
选 人 退 选 ， 此 二 人 排序 不 变 。 前 文 的 选举 方法 中 没有 一 个 符合 该 原则 。 
比如 在 动物 园 选 址 的 例子 中 ， 知 采用 一 轮 或 两 轮 多 数 当选 制 ，A 城 胜 过 
人 
































于 是 ， 肯 尼斯 - 阿 罗 提 出 问题 ， 同 时 符合 以 上 三 个 原则 的 民主 选举 该 是 
什么 样 的 ?数学 分 析 的 结论 令 人 吃惊 : 只 有 一 种 选举 方式 能 称 为 “ 民 


主 ”， 那 就 是 “独裁 ' 一 一 茶 一 选民 的 排序 即 决定 所 有 候选 人 的 最 终 排 
序 ， 不 管 其 他 选民 的 意愿 。 这 当然 不 行 ， 于 是 民主 选举 有 了 第 四 条 原则 
一 一 非 独裁 原则 。 根 据 “ 阿 多 不 可 能 定理 ”， 如 果 选 举 至 少 有 3 名 候选 人 
A 则 不 可 能 同时 符合 普遍 、 全 体 、 独 立 、 非 独 妨 这 四 条 原 
则 。 


解决 办 法 还 是 有 的 ， 因 为 阿 罗 的 定理 只 适用 于 排序 选举 。 其 实 ， 可 以 让 
选民 给 每 位 候选 人 评级 ， 分 为 “优秀 “良好 一般“ 及 格 * 等 级 别 ， 最 终 
结果 取决 于 大 部 分 人 的 评级 ， 也 就 是 一 个 由 至 少 50% 以 上 的 选民 决定 
的 中 间 值 。 这 一 系统 由 两 位 法 国学 者 里 达 . 拉 腊 基 和 米 鞭 尔 :巴林 斯 基 发 
明 。 巴 林 斯 基 还 证 明了 比例 代表 制 选举 必 有 悖 论 。 


将 此 法 用 于 动物 园 选 址 ( 表 17.2) ， 选 民 按 距离 评级 。 首 府 A 的 居民 
评 A 城 为 “优秀 ”，B 城 为 “一 般 ”，C 城 和 D 城 都 是 “及 格 ”。 其 他 城市 的 
居民 也 作出 自己 的 判断 。 最 后 只 有 D 城 获得 “良好 ”， 其 他 城市 都 是 “一 
般 ”。 因 为 D 城 人 口 占 20%， 目 然 有 2096 的 人 将 其 评 为 “优秀 ”， 而 也 城 
和 C 城 的 人 会 把 DD 城 评 为 < 良好， 又 占 到 45%， 结 果 束 是 有 50% 以 上 
的 人 给 予 D 城 “良好 ”及 以 上 评级 。 























多 数 评级 制 


城市 A 城 人 评级 B 城 人 评级 C 城 人 评级 D 城 人 评级 多 数 评级 
( 人 口 3500) ( 人口 2400) ( 人 口 2100 ) ( AO 2000 ) * 
ET 





0% 50% 100% 


如 采用 多 数 评级 制 ， 最 终 D 城 胜出 ， 因 为 有 多 于 50% 的 人 给 出 了 “ 展 好 ”及 以 上 的 评级 。50% 以 
上 的 人 给 予 其 他 3 座 城 “一 般 ” 及 以 上 的 评级 ， 按 评级 更 高 和 更 低 者 剖 多 作 区 分 。 例 如 ，A 城 的 
多 数 评级 为 “一 般 ”， 但 评级 更 低 者 (41%) 多 于 评级 更 高 者 (35%) ， 就 以 减 号 (一 ) RR. B 
WA C 城 评 级 更 高 者 多 于 评级 更 低 者 ， 就 以 加 号 〈 十 ) 表示 。 


在 此 方法 中 ， 惑 算 再 多 一 个 候选 者 ， 也 不 影响 其 他 候选 者 的 相对 优 劣 ， 
符合 阿 罗 提 出 的 独立 原则 ， 但 叉 不 是 独裁 。 然 而 世事 无 完美 ， 此 方法 较 
难 执行 ， 其 优点 明显 ， 但 过 程 令 人 费解 ， 比 起 多 数 当 选 制 ， 需 要 耗费 更 
大 的 人 力 和 物力 。 


选举 方法 如 此 多 ， 最 终 选 哪 种 制度 恰恰 说 明 “ 选 举 ? 完 全 是 出 于 政治 目 
的 。 多 数 当 选 制 要 求 候 选 人 得 到 大 多 数 人 的 青睐 ， 所 以 候选 人 想 胜出 残 
要 多 结盟 ， 尤 其 有 好 几 轮 选举 的 时 候 。 这 经 第 导致 两 大 党 派 轮 流 坐 庄 ， 
而 把 小 党 派 排 挤 在 外 。 孔 塞 多 法 可 以 选 出 蝇 无 争议 的 胜 者 ， 多 数 评级 法 
能 体现 大 多 数 人 的 喜好 ， 候 选 者 改变 也 不 会 影响 。 如 何 投票 选 出 最 佳 选 
举 制度 呢 ? 这 也 是 个 问题 。 











x k k 





“ 杀 爱 的 同胞 们 ， 我 决定 修 完 ， 改 变 国 家 元 首选 举 制 度 。 我 庄严 请 
求人 民 来 决定 采取 何 种 方式 最 妥当 。 认 为 一 轮 多 数 当 选 制 最 佳 ， 请 
参加 5 月 19 日 的 公投 。 觉 得 两 轮 多 数 当 选 制 更 好 ， 请 参加 5 月 19 
日 及 26 日 的 公投 。 如 和 希望 采用 波 达 法 ， 请 给 它 打 4 分。 如果 倾 同 
多 数 评级 法 ， 请 评 其 为 “优秀 *。” 





18 走出 迷宫 
在 宜家 : 


“你 妈 过 生日 就 送 这 个 食物 料理 机 好 了 ， 和 希望 她 会 喜欢 。 我 们 都 转 
LENSAT ans " 
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T a DMUGETEKTE E. TE ZEB REKA A S. SUAE 
黑社会 绑架 了 ! 几 小 时 后 ， 你 在 陌生 的 地 方 醒 来 ..…… 很 快 你 发 现 ， 这 是 
个 巨大 的 方形 迷宫 ! 超人 在 度假 ， 蝙 蚁 侠 正 忙 大 和 企鹅 人 战斗 ， 要 走出 
这 阴森 的 迷 豆 只 有 菲 上 自己 了 。 
你 面前 有 3 条 路 ， 怎 么 选 ? 

。 选择 同 前 ， 转 到 1。 

。 选择 问 左 ， 转 到 4。 


。 选 择 向 右 ， 转 到 6。 
1. |] Bí XE 
面前 有 3 条 路 。 
。 向 前 走 ， 转 到 1。 
。 向 左 走 ， 转 到 4。 
。 向 右 走 ， 转 到 6。 


2. 回 前 走 








你 意识 到 ， 瞎 走 一 通 是 不 行 的。 怎么 办 ? 
e 继续 坚持 ， 随 机 再 选 一 条 路 ， 转 到 3。 
。 你 觉得 要 好 好 想 想 ， 使 用 更 好 的 算法 ， 转 到 5。 





这 是 走出 迷宫 最 简单 的 方法 : 在 每 个 路 口 随机 选择 路 线 ， 比 如 ， 靠 掷 货 
子 决 定 。 按 此 方法 ， 在 时 间 的 尽头 到 来 之 前 ， 有 10096 的 概率 走出 迷 
宫 ! 但 找到 出 口 所 用 的 时 间 可 能 极为 漫长 。 怎 么 办 ? 

e 使 用 老鼠 瞎 走 法 ， 转 到 15。 


。 寻找 其 他 方法 ， 转 到 5。 


4. 问 左 走 
面前 有 2 条 路 。 
。 向 前 走 ， 转 到 2。 


。 向 右 走 ， 转 到 6。 
5. A FALA 
你 也 许 曾 听 说 过 有 一 种 方法 可 以 走出 迷宫 ， 叫 作 “ 右 手 触 墙 法 ”， 边 走边 
以 右手 触 墙 ， 右 手 在 任何 时 候 都 不 离开 墙 面 ， 这 样 便 能 找到 出 口 〈 图 
18.1) 。 用 此 方法 ， 在 合理 时 间 内 必 能 走出 迷宫 ， 但 也 许 要 把 迷宫 走 
遍 。 怎 么 办 ? 

。 使 用 “右手 触 墙 法 ”， 转 到 11。 

。 寻 找 其 他 方法 ， 转 到 7。 














图 18.1 “右手 触 增 法 ”示意 图 
起 点 在 左上 方 ， 一 直 沿 着 右边 的 墙 或 左边 的 墙 走 ， 只 要 手 不 离开 墙 面 ， 就 能 走 到 出 口 。 


6. [E E 
面前 有 2 条 路 。 


。 问 前 走 ， 转 到 1。 
。 问 右 走 ， 转 到 6。 




















7. HORSE AS 

“右手 触 墙 法 "的 最 大 缺点 是 ， 在 不 完美 迷宫 中 不 管用 (参见 “11. GEN 
省 法 〈 续 ) ”) 。 此 时 要 用 普 莱 奇 Pledge》 法 ， 据 说 由 12 岁 的 英国 男 
孩 约翰 - 普 莱 奇 发 明 。 


其 基本 原则 和 “右手 触 墙 法 ”一 样 ， 也 是 要 摸 着 增 走 。 不 同 的 是 ， 在 某 些 














情况 下 ， 手 要 离开 增 面 。 实 际 使 用 时 ， 走 迷宫 的 人 在 心中 从 0 开始 计 
数 。 先 向 前 走 ， 直 到 磁 壁 ， 此 时 计数 加 1， 左 转 并 开始 使 用 “右手 触 增 
法 ”。 每 次 同 左 加 1， 同 右 减 1。 如 果 计 数 归 零 ， 则 可 以 放 开 增 壁 ， 径 直 
前 行 ， 直 到 碰壁 (图 18.2) 。 严 格 按 这 一 方法 ， 惑 不 会 困 于 迷 宇 的 孤立 
中 间 铝 。 如 果 刚 开始 往 南 ， 计 数 归 零 时 也 都 往 南 。 如 宁 遇 到 中 间 品 ， 开 
始 转圈 ， 肯 定 在 菜 时 会 往 南 ， 此 时 就 可 以 放 开 墙 面 ， 摆 脱 中 间 岛 。 
这 种 方法 只 能 用 于 平面 正 交 迷宫 ， 即 所 有 转角 皆 为 直角 。 当 然 ， 方 法 改 
进 之 后 也 可 用 于 其 他 迷宫 ， 不 加 1 或 减 1， 而 是 加 上 或 减 去 转 过 的 角 
度 。 但 这 很 难 通 过 心算 完成 ， 不 实用 .…… 怎 么 办 ? 

。 使 用 普 沫 奇 方法 ， 转 到 14。 


。 寻找 其 他 方法 ， 转 到 8。 











图 18.2 iE SHE 




















从 柳 色 点 出 发 (计数 为 0， ， 往 南 走 。 碰 壁 之 后 左 转 ， 计 数 加 1， 开 始 使 用 “右手 触 墙 法 "。 左 转 
加 1 绿色 ) ， 右 转 减 1〈 红 色 ) ， 如 计数 归 零 ， 手 可 离开 墙 面 〈 蓝 色 路 线 ) 。 












































8. 特 雷 更 法 
你 不 喜欢 普 莱 奇 法 ?可 以 理解 ， 这 种 方法 太 机 械 了 ， 根 本 就 是 给 机 器 人 
用 的 。 各 种 摸 墙 走 的 方法 暂且 不 说 了 ， 我 们 看 看 按 路 线 走 的 方法 。 最 主 
要 一 种 是 特 雷 莫 CTrémawÓ 法 ， 得 名 自 法 国 数学 家 查理 : 皮 埃 尔 : 特 雷 
莫 。 此 法 必 能 找到 出 口 ， 但 需要 投入 小 小 的 劳动 一 一 标记 路 线 。 
你 有 粉笔 吗 ? WC. 

e 点 数 1 和 2， 转 到 10。 

e 点 数 3 和 4， 转 到 16。 


e 点 数 5 和 6 或 更 多 ， 转 到 13。 








9. 宝藏 
蒜 喜 你 找到 宝藏 了 ! 现在 你 有 用 不 完 的 钱 ! 你 赢 了 ! 


10. 特 雷 英法 之 “回头 路 ” 


你 的 左 久 兜 里 刚好 有 文 粉 笔 ， 可 以 用 特 雷 英法 。 用 粉笔 标记 走 过 的 路 
线 。 遇 路 口 时 ， 在 没有 走 过 的 路 线 中 随意 选择 一 条 路 。 如 果 走 入 死 胡 
同 ， 就 转 吴 走 回 上 一 路 口 。 如 宁 走 到 东 路 口 ， 但 所 有 路 线 都 已 走 过 ， 就 
折返 。 如 果 共 一 路 口 的 所 有 路 线 部 走 不 通 ， 就 回 到 上 一 个 路 口 ( 图 
18.3) 。 





4 








图 18.3 特 雷 英法 示意 图 


橙色 圈 为 起 点 ， 终 点 是 地 害 。 第 一 路 口 向 右 转 ， 然 后 向 左 转 ， 第 二 路 口径 直 走 。 结 果 回 到 已 走 
过 的 路 ， 要 折返 。 




















此 方法 其 实 最 和 直观， 就 是 把 所 有 的 路 都 走 一 过， 除了 折返 不 重复 。 如 宁 
回 到 起 点 ， 说 明 已 走 志 迷宫 所 有 路 线 ， 没 有 出 口 .…... 特 雷 英 法 并 不 保证 
路 线 最 短 。 上 怎么 办 ? 

e 使 用 特 雷 英法 ， 转 到 12。 


。 彻 底 放 弃 所 有 希望 ， 揪 胸 顿 足 ， 转 到 16。 
11. AFALE CAR) 
意外 的 是 ， 你 所 在 的 迷宫 不 幸 是 一 个 “不 完美 ?迷宫 ， 一 些 墙 不 与 其 他 部 


分 相连 ， 形 成 所 谓 的 “中 间 名 >。 盲目 坚持 “右手 触 墙 法 ”， 就 可 能 绕 中 间 
岛 打 转 (图 18.4) 。 














图 18.4 ”在 不 完美 迷 豆 中 使 用 “右手 触 墙 法 ” 


玩家 在 迷宫 内 开始 走 ， 而 非 像 之 前 那样 由 外 部 进入 迷宫 。 如 果 一 直 沿 墙 走 ( 不 管 左 边 墙 或 右边 
墙 ) ， 总 会 绕 回 起 点 ， 一 直 转 圈 ， 无 法 到 达 出 口 。 


事实 上 , “右手 触 墙 法 ”只 适 于 以 下 两 种 情况 


e 迷宫 为 平面 型 〈 无 楼 层 ) 且 * 完 美 ?， 即 出 入 口 之 间 只 有 1 条 路 相 
连 。 此 时 用 “右手 触 墙 法 ”会 走 裔 整个 迷宫 。 


e 类 让 为 平面 型 ， 出 入 口 都 有 门 与 外 界 相 连 一 一 大 部 分 迷宫 如 此 。 一 
进入 迷宫 必须 马上 使 用 “右手 触 墙 法 ”， 否 则 会 在 中 间 咏 上 打转 。 


你 在 “不 完美 ”迷宫 里 使 用 了 “右手 触 墙 法 ”"， 结 果 无 穷 无 尽 地 线圈 ， 直 到 
筋疲力尽 .………. 转 到 13。 


12. 胜利 ! 






































好 主意 ! 使 用 此 方法 ， 你 终于 找到 了 迷宫 的 出 口 ! 你 目 由 了 ! 

更 深入 地 研究 就 会 发 现 ， 走 出 迷 宣 的 方法 有 十 几 种 ， 各 有 特色 。 有 些 对 
记忆 力 的 要 求 太 高 ， 不 适用 于 人 类 ; 有 些 置 喘 迷 宫 内 可 用 ; 有 些 需 要 迷 
宫 的 平面 图 ， 有 些 只 在 出 入 口 是 与 外 界 连通 的 门 时 才 管 用 ， 有 些 只 能 用 
于 平面 迷 豆 :有些 在 三 维 迷 宫 中 也 管用 ， 有 些 可 以 找 出 最 快 路 线 ， 有 些 
能 找 出 所 有 路 线 ,.…… 


总 之 ， 你 打败 了 黑社会 老大 的 邪恶 计划 。 恭 喜 ! 

13. 游戏 结 

现在 你 死 了 。 黑 社会 老大 获胜 ， 你 输 了 。 抱 歉 。 

回 到 1 重新 开始 。 

14. EDTA CAR) 

情况 有 变 ! 出 口 不 是 通 往外 界 的 一 道门 ， 而 是 一 个 地 下 空间 的 入 口 ， 那 


里 通 向 自由 。 此 时 采用 普 莱 奇 法 无 法 找到 出 口 ， 只 会 永远 在 迷宫 中 转圈 
(图 18.5) ! 


























图 18.5 出 口 是 迷 宫 中 间 怠 上 一 处 地 下 入 口 ， 此 时 大 使 用 普 莱 奇 法 : 
触 到 外 墙 时 ， 会 一 直 沿 墙 转圈 ， 无 法 找到 出 口 


你 一 直 沿 墙 走 ， 永 远 找 不 到 出 口 ， 最 后 筋疲力尽 。 其 实 采 用 “老鼠 瞎 走 
法 ”或 “右手 触 墙 法 ”都 可 以 走出 去 。 转 到 13。 


15. 老鼠 瞎 走 法 〈 续 ) 

你 继续 随机 选择 路 线 。 迷 宫 出 乎 意料 得 大 。 在 实际 情况 中 ， 如 果 迷 宫 很 
K, “老鼠 瞎 走 法 "不 实用 ， 只 会 让 你 力 竭 而 亡 。 转 到 13。 

16. 填 色 法 

无 巧 不 成 书 ， 你 急 得 一 踪 脚 ， 谁 料 把 迷宫 地 图 给 踪 了 出 来 ， 旁 边 还 有 支 
笔 。 二 话 不 说 ， 开 始 用 填 色 法 吧 ! 

规则 很 简单 ， 把 死胡同 都 填 起 来 。 如 出 现 新 的 死胡同 ， 一 样 填 起 来 。 另 
外 还 可 以 标 出 环 路 ， 即 从 某 路 口 开 始 又 回 同一 路 口 的 路 (图 18.60. . 














图 18.6 ” 填 色 法 示意 图 


梯 色 为 死胡同 ， 红 色 为 环 路 ， 最 后 剩 下 的 路 线 简单 明了 。 如 果 需 要 ， 还 可 再 使 用 其 他 方法 ， 如 
特 雷 莫 法 。 





在 完美 型 迷宫 中 ， 填 色 法 可 找 出 起 点 和 终点 之 间 的 唯一 路 线 。 怎 么 办 ? 
。 使 用 填 色 法 ， 转 到 12。 
e 拒绝 ， 转 到 13。 


x k k 


“终于 走 到 收银 台 了 ! 非 要 用 什么 触 墙 法 ， 结 果 转 来 转 去 走 了 5 个 
半 小 时 。 又 要 用 特 雷 英法 ， 结 果 把 商场 里 的 角落 都 走 授 了 。 但 不 管 
怎样 终于 到 了 ! 而 且 省 了 不 少 钱 ， 谁 能 想到 角落 里 的 写字 人 台 、 镜 子 
和 沙发 床 都 那么 便宜 .…………” 





19 nic RIDE 

"EE. AX ERLEAT ” 

“你 猜 ， 圆 的 、 平 的 ， 好 多 数学 家 研究 过 。” 
“披萨 ? 
“不 是 ， 甜 的 ! 
KR? ” 
"BAG. BREA 


MN 
一 | 


(Kock k 





今天 晚上 吃 融 饼 大 和 餐 。 大 人 和 孩子 一 起 来 品 答 这 种 法 国 布 列 塔 尼 地 区 的 
特色 美食 。 我 们 欢乐 地 把 面粉 、 牛 奶 、 鸡 蛋 、 糖 和 秘密 调料 《上 六 姆 酒 、 
干 虽 、 啤 酒 、 桶 子 花 、 香 料 、 奶 酷 等 ) 混合 起 来 ， 然 后 从 橱柜 最 深 处 拿 
出 沙 满 灰 全 的 饼 锚 ， 做 出 美味 的 豆饼 ， 体 会 布 列 塔 尼 美 食 的 精髓 。 


摆 盘 十 分 重要 ， 忽 视 不 得 。 融 饼 不 能 随便 摆 ， 要 从 大 到 小 有 规律 地 摊 
好 。 许 多 数学 家 都 研究 过 这 一 问题 ， 威 说 :亨利 : 盖 次 三 世 就 是 其 中 之 
一 ， 他 就 是 大 名 易 易 的 比尔 ' 瘟 欧 ， 微 软 的 创始 人 ， 长 期 占据 全 球 首 富 
之 位 。 所 以 别 小 看 翻 融 饼 的 学 问 ! 




















图 19.1 ERE (© David Monniaux. CC BY-SA 3.0.) 
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信息 论 专 家 发 明了 许多 数据 排序 法 ， 各 有 所 长 ， 有 “ 冒 泡 ” 法 (图 
19.2) . "dA" TE. “REA "WJEPE. EIE, Ea am. 但 
整理 前 饼 堆 时 这 些 方法 不 大 适用 ， 因 为 煎饼 无 法 对 调 ， 只 能 翻转 ! 


iT 


步骤 1 

















图 19.2 ”把 一 堆 融 饼 摆 整齐 有 许多 方法 ， 最 简单 的 就 是 “ 冒 泡 ? 排 序 法 


找 出 位 置 错误 的 最 大 煎饼 〈 绿 色 ) ， 挪 到 最 下 面 ， 继 续 这 一 动作 直至 摆好 整 堆 煎饼 。 以 此 方 
ik, EON 块 煎 饼 摆 整齐 最 多 只 需 N 次 动作 。 


十 饼 问 题 可 以 表述 如 下 : 你 是 著名 更 饼 店 的 送 餐 员 ， 但 贯 店 大 厨 有 个 缺 
点 ， 做 出 的 束 饼 大 小 不 一 ， 而 且 就 按 做 出 的 顺序 把 阳 饼 登 放 在 一 起 。 送 
和 餐 之 前 ， 你 得 把 融 饼 由 大 到 小 摆 整 章 。 你 只 有 一 把 锅 久 ， 只 能 伸 到 启 饼 
之 间 然 后 整体 反 转 锅 铲 以 上 的 部 分 一 一 这 是 你 唯一 能 做 的 动作 《图 
19.3) 。 知 翻转 次 数 记 为 CUV)， 要 整理 好 N 张 划 饼 ， 最 多 要 翻转 几 次 
呢 ? 


NS 


图 19.3 这 一 探 有 6 张 前 饼 。 如 果 只 用 锅 镜 翻转 ， 要 如 何 整 理 好 ? 


1975 年 ， 一 个 名 为 哈里 -杜威 特 (Harry Dweighter) 的 人 在 《美国 数学 
月 刊 》 上 提出 了 这 一 问题 。 这 其 实 是 雅 各 布 - 伊 羔 - 古 德 曼 的 化 名 ， 意 
为 “苦恼 的 服务 员 ”(harry weighter) 。 古 德 曼 大 概 是 怕 大 家 以 为 他 这 个 
数学 家 尺 研究 些 无 聊 的 问题 ， 才 用 了 化 名 。 他 看 到 妻子 整理 毛巾 而 受到 
启发 ， 想 到 此 问题 。 出 于 数学 家 典型 的 偏执 ， 古 德 曼 想 把 毛巾 从 大 到 小 
整理 好 ， 但 又 没有 多 余 的 地 方 男 摆 一 操 。 他 绞 尽 脑汁 ， 终 于 想 出 怎么 通 
过 连续 翻转 来 整理 。 在 他 看 来 ， 这 和 择 训 人 饼 就 是 一 回 事 。 


N 值 很 大 时 ， 还 没有 方法 计算 CU， 此 问题 尚 待 解答 。 但 对 于 N 值 较 
小 的 情况 ， 可 以 通过 列举 所 有 可 能 ， 得 到 答案 。 如 果 只 有 1 块 煎饼， 无 
需 翻 转 ， 所 以 C(1) = 0; 有 2 块 前 饼 时 ， 有 2 种 可 能 ， 分 别 需 要 0 次 和 
1 次 翻转 ， 所 以 C(2) = 1; 有 3 块 煎饼 时 ， 有 6 种 可 能 ， 其 中 一 种 至 少 
翻 3 次 才能 整理 好 ， 所 以 C(3) =3 (图 19.4) 。 如 有 更 多 煎饼 ， 组 合 会 
大 大 增加 ， 不 可 能 再 靠 人 工 计 算 ， 可 以 借助 计算 机 。 但 是 ， 需 要 计算 的 
情况 增加 迅速 ， 最 强劲 的 计算 机 也 力 不 能 及 。 目 前 已 知 的 最 大 值 是 
C(17) = 19。 为 了 计算 出 这 一 值 ， 要 分 析 百 万 亿 种 堆放 方式 。 



































0 次 动作 3 次 动作 VRBE 
2 次 动作 2 次 动作 1 次 动作 


图 19.4 3 Ex BP e 种 堆放 方式 ， 可 能 至 少 需要 0、1、2、3 次 翻转 
才能 整理 好 。 最 大 值 为 3， 所 以 C(3)=3 


1979 年 ， 比 尔 : 盖 次 和 希腊 信 息 学 家 赫 里 斯 托 斯 -H: 帕 帕 季 米 特 里 马 共 同 
研究 了 翻 前 饼 问题 ， 该 问题 才 广 为 人 知 。 比 尔 : 盖 次 在 《离散 数学 报 》 
上 发 表 了 一 个 巧妙 的 算法 ， 证 明 最 大 翻转 次 数 总 在 17N/16 和 (5N + 5)/3 
之 间 。 这 是 他 在 发 明 视窗 系统 之 前 写 过 的 唯一 一 篇 论文 。 如 果 他 去 研究 
前 饼 学 ， 也 应 当 是 前 途 无 量 。 


JF Lu ! 
BUEZJTEEPERUDP, BARA HE ERR. SEXIES n] Hee 
的 方法 ， 所 需 翻 转 次 数 不 超 过 2N。 其 原理 和 “ 冒 泡 ” 排 序 法 一 样 一 一 把 
每 块 剖 人 饼 按 从 大 到 小 的 顺序 放 在 该 放 的 位 置 上 。 

操作 很 简单 ， 移 找 出 位 置 错误 的 最 大 更 饼 ， 插 入 锅 镁 ， 然 后 翻转 第 一 
次 ， 位 置 错误 的 最 大 煎饼 就 到 了 最 上 面 。 再 把 锅 镜 放 在 位 置 正确 的 最 上 
一 块 卉 饼 之 上 ， 第 二 次 翻转 ， 顶 上 那 块 十 饼 束 归 位 了 (图 19.5) 。 


EE AE wA. 
aim a. a. 


图 19.5 在 一 把 7 块 煎饼 中 使 用 此 简单 方法 ， 经 过 6 次 翻转 就 可 整理 
f. fé; HH 5 次 翻转 就 整理 好 呢 ? 每 块 弄 饼 需 要 2 次 动作 才能 归 























Yu 


位 ， 总 体 最 多 需 2N 次 动作 。 更 准确 地 说 ， 最 小 两 块 在 最 糟 的 情况 下 也 
只 需 翻 转 1 次， 而 不 是 4 次 ， 所 以 忆 体 最 多 圾 要 2N - 3 次 翻转 。 


但 是 ， 有 更 快 的 方法 。 上 述 方法 是 把 前 饼 一 块 块 地 放 到 底部 ， 六 将 的 方 
法 则 是 在 一 摆 中 找 出 已 排 好 的 几 块 。 他 和 帕 帕 季 米 特 里 乌 称 之 为 “区 
S aaa a 
为 “ ” Dt. 


六 次 的 方法 是 一 步 步 增加 区 块 中 的 前 饼 数 量 ， 直 到 所 有 煎饼 形成 一 个 区 
块 。 具 体 做 法 是 以 尽量 少 的 动作 让 最 项 上 的 那 块 前 饼 接 近 菏 一 区 块 。 实 
ooe TU UL MORTUIS Un 
ACE 196) 。 
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图 19.6 整理 前 饼 时 可 能 过 到 的 10 种 情况 


最 项 上 的 煎饼 记 为 b 按 大 小 顺序 排列 ， 比 它 大 一 号 和 比 它 小 一 号 的 煎饼 分 别 记 为 tro fI t- o. 
如 果 t 属于 某 区 块 ， 该 区 块 最 底下 的 煎饼 称 为 {- ko， 于 是 有 且 仅 有 8 种 可 能 : (a)t 和 t+o 都 自 
由 ， 用 1 次 动作 形成 一 个 新 区 块 ，(b)t 自由 ，t+ o 位 于 某 区 块 顶部 ， 用 1 次 动作 增 大 区 块 ; (O 
t 自 由 ,t+o 和 t-o 均 在 区 块 底部 ， 用 4 次 动作 将 区 块 合并 ; (d) 和 (e) t 在 区 块 项 部 ，t+ o 自由 
或 在 区 块 顶部 ， 用 1 次 动作 增 大 区 块 ，(f) 和 (g)t 在 区 块 顶部 ，t+ o 在 区 块 底部 且 t- ko 自由， 
用 4 次 动作 将 所 有 区 块 合并 ;(h) 和 0)t 在 区 块 顶部 ，t+o 在 区 块 底部 ，t- ko 在 区 块 顶部 或 底 
部 ， 用 2 次 动作 将 3 个 区 块 中 的 2 个 合并 ; 0) 已 经 整理 好 。 


对 于 每 种 情况 都 有 一 系列 相应 的 动作 ， 增 大 区 块 ， 直 到 变 为 图 19.6 中 
的 (j) (图 19.7) 。 仔 细 分 析 可 得 出 ， 最 多 只 需 (5N +5) /3 次 操作 。 
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图 19.7 盖 次 方法 的 具体 应 用 


只 需 5 次 动作 就 可 把 7 块 剖 饼 整 理 好 (这 里 只 体现 出 上 述 a、d、e 三 种 情况 ) 。 


直到 2009 年 ， 一 支 美国 研究 团队 才 优 化 了 六 效 和 帕 帕 季 米 特 里 乌 的 算 
法 ，N 块 煎饼 最 多 只 需 18N /11 次 动作 就 能 整理 好 。2015 年 ， 此 问题 有 
了 新 进展 ， 法 国 南 特 的 某 支 研究 团队 证 明 这 就 是 一 个 “困难 NP T] 

题 ” 一 一 它 属于 信息 学 上 的 一 类 问题 ， 当 NN 值 变 大 时 ， 难 以 快速 解决 。 


不 止 是 比尔 : 冀 次 的 参与 证 明了 摆 u 剖 饼 问 题 值得 探究 。 动 画 片 《 诗 普 森 
一 家 》 的 常 驻 编剧 和 《 飞 出 个 未 来 》 CFuturama). 的 联合 创作 人 1 戴 维 
X. 科恩 在 成 为 编剧 之 前 也 曾 研 究 过 齐 饼 问题 的 一 个 变种 ， 每 个 煎饼 都 
有 一 面 被 烧 焦 ， 整 理 之 后 不 能 看 到 焦 面 。 


1 (辛普森 一 家 》 中 经 常 出 现 科学 主题 。 但 《 飞 出 个 未 来 》 中 的 科学 话题 更 多 ， 包 含 许多 影射 

物理 、 数 学 、 信 息 科 学 的 内 容 ， 如 V66 号 公路 、 纽 约 第 nt 大道、 放映 厅 无 限 多 的 电影 院 ， 等 

等 。 戴 维 X. 科 恩 毕业 于 哈佛 大 学 物理 专业 和 伯克利 大 学 信息 科学 专业 。 除 了 他 ，《 飞 出 个 未 

3C 的 编剧 人 员 还 有 哈佛 大 学 应 用 数学 系 单 业 的 肯 大 勒 、 普 林 斯 顿 大 学 信息 科学 系 竺 业 的 
斯 特 CES o 
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好 好 想 想 吧 。 


mi} 


x 米 米 


“和 爸爸， 我 把 煎饼 都 整理 好 了 ! ” 


你 可 以 回去 接着 开发 革命 性 操作 系统 了 。20 分 钟 之 后 开 
pli 


20 小 便血 优选 法 
“你 都 喝 了 三 杯 啤酒 了 ， 就 不 想 .……， 
“做 数学 ? 


x kK kK 


数学 家 喜欢 研究 十 分 重要 的 问题 ， 比 如 非 局 部 扩散 算 子 第 一 特征 值 的 上 
下 界 。 数 学 家 也 会 研究 十 分 困难 的 问题 ， 比 如 有 限 详 算 子 千 尔 一 霍 恩 定 
理 。 但 如 果 厌 倦 了 这 些 抽象 又 困难 的 领域 ， 他 们 也 会 研究 一 些 无 天 紧要 


的 问题 。 


加 拿 大 卡尔 顿 大 学 的 信息 科学 家 埃 万 耶 洛斯 :克拉 纳 基 斯 和 美国 卫斯理 
大 学 的 数学 家 丹 尼 : 克 里 赞 克 便 是 如 此 。2010 年 ， 他 们 共同 普 名 发 表 了 
关于 随机 共 线 传感器 最 大 干扰 的 文章 。 之 后 ， 二 人 决定 放松 一 下 ， 研 究 
一 个 不 那么 棘手 的 问题 : 如 而 时 怎么 选择 小 便 池 。 


两 位 学 者 以 最 严肃 的 科研 精神 ， 发 挥 聪 明 才 智 写成 一 篇 12 页 的 论文 ， 
题 为 《小 便器 问题 》 (The Urinal Problem) 。 问 题 如 下 : 有 一 排 小 便 
器 ， 如 果 如 而 者 不 想 被 打扰 ， 选 哪 一 个 最 好 ? 高 德 纳 曾 用 组 合法 计算 过 
斯 坦 福 大 学 信息 科学 系 应 该 多 久 换 一 次 厕 纸 。 两 人 看 到 高 德 纳 的 研究 结 
果 后 十 分 开心 ， 这 才 有 了 “小 便器 优选 法 ”的 研究 。 











图 20.1 21 个 小 便器 ，1 个 最 佳 选 择 .……… 选 哪个 ” (CO Norbert Nagel. 
CC BY-SA 3.0.) 


重要 问题 要 说 得 具体 。 酒 吧 和 气氛 正 浓 ， 你 已 喝 了 3 杯 啤酒 ， 膀 胱 告急 。 
酒吧 的 厕所 特别 大 ， 而 且 神 奇 的 是 一 个 人 都 没有 。 这 是 个 典型 的 男 而 

所 ， 方 形 屋子 ， 进 去 后 左边 是 一 排 N 个 小 便器 ， 右 边 是 隔 间 和 洗手 池 。 
你 :是 第 一 个 内 急 来 上 厕所 的 人 ， 但 门 外 已 有 一 群 啤酒 爱好 者 在 吵吵 喷 
喷 。 不 巧 的 是 ， 隔 间 的 门 刚 刷 过 漆 ， 现 在 用 不 了 。 既 然 是 来 方便 呆 ， 就 
要 尽量 “方便 ”， 也 惑 是 说 ， 最 好 不 要 有 人 站 旁边 。 假 设 小 便 需 都 一 样 干 
净 ， 任 君 选择 ， 选 哪个 才能 醋 畅 淋漓 呢 ? 





:下 文中 的 “你 " 指 站 着 小 便 的 人 。 如 果 不 符合 你 的 情况 ， 可 默默 将 “小 便器 ”替换 成 < 椅子 ”， 
将 “厕所 ” 蔡 换 成 * 候 诊室"。 问 题 实质 不 变 ， 只 是 没 那么 好 笑 。 


直觉 上 ， 离 门 最 远 的 小 便器 应 该 最 好 。 如 果 下 一 个 进来 的 “猛男 ”也 只 想 
安静 地 撤 泡 尿 ， 他 也 会 选 个 离 你 比较 远 的 小 便 费 ， 二 人 相安 无 事 地 尿 

完 。 但 解答 还 得 靠 数 学 建 模 ! 一 切 都 看 后 来 者 怎么 选 。 模 型 有 许多 ， 但 
忆 原 则 不 变 一 一 大 家 都 想 劳 边 没 人 。 因 此 ， 除 非 不 得 已 ， 不 会 有 人 挨 着 











别人 站 。 如 果 必 须 挨 着 ， 此 时 厕所 即 “ 饱 和 ”。 不 “饱和 ”时 ， 至 少 应 该 有 

1 个 小 便 右 ， 两 边 都 没 人 ， 即 为 “孤立 ?; 如 有 果 仅 一 边 有 人 ， 称 为 * 半 抓 

e nene UN RISE EIS TEUSSISINUEE 
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根据 来 此 宝地 后 的 选择 ， 可 以 有 好 几 种 数学 模型 ， 第 一 种 是 “ 懒 人 模 
型 ”>。 位 置 总 数 很 重要 ， 假 设 进来 的 人 自动 选择 离 门 最 近 的 孤立 小 便 
器 ， 在 此 假设 下 ， 可 有 两 种 情况 : 一 种 是 小 便器 总 数 N 为 偶数 ， 此 时 ， 
饱和 状态 即 1/2 的 小 便器 被 占用 。 而 此 时 不 管 你 怎么 选择 小 便器 (位 于 
奇数 位 或 偶数 位 ) ， 饱 和 所 需 人 数 不 受 影响 (图 20.2) 。 如 果 小 便器 总 
数 N 为 奇数 ， 那 么 你 应 该 选 奇 数位 的 小 便器 ，(N + 1y2 个 小 便器 被 占用 
时 ， 厕 所 才 会 饱和 ， 而 不 是 (N - 1)/2。 


就 算 厕 所 饱和 了 ， 人 不 能 给 尿 北 死 。 这 时 又 该 怎么 办 ? 克拉 纳 基 斯 和 克 
里 赞 克 在 文中 设想 了 两 种 情景 。 


第 一 种 ， 新 来 的 人 依旧 遵守 懒 人 原则 ， 即 使 小 便器 非 浙 立 ， 依 旧 就 近 选 
择 。 这 时 ， 你 选择 离 门 越 远 的 位 置 越 好 。 假 设 新 来 的 人 会 优先 选择 半 孤 
立 小 便器 ， 结 论 也 一 样 。 实 际 上 ， 如 果 你 左手 边 的 两 个 位 置 都 没 人 ， 按 
照 懒 人 模型 ， 后 来 者 更 爱 选择 更 靠 左 的 那个 便 池 。 注 意 ， 此 时 你 不 应 该 
人 











第 二 种 更 有 可 能 发 生 ， 在 没有 孤立 位 置 之 后 ， 新 来 的 人 随机 选择 ， 剩 下 
的 位 置 被 选中 的 概率 均等 。 此 时 你 应 该 选择 两 端的 位 置 ， 因 为 仅 一 边 有 
人 ， 感 觉 稍微 好 一 点 吧 。 


总 之 ， 离 门 越 远 越 好 。 





N=10， 选 择 第 6 个 ，5 人 时 饱和 。 


UUUUU0U000 


N =10， 选 择 第 7 个 ，5 人 时 饱和 。 


lull 


N IT. 选择 第 6 个 ; 5 人 时 饱和 。 


00000000000 


=11， 选 择 第 7 个 ，6 人 时 饱和 。 


00000000000 


图 20.2 小 便 占 总 数 与 饱和 所 需 人 数 的 关系 


N 为 偶数 时 ， 你 可 以 随意 选择 ， 饱 和 所 需 人 数 一 样 。 比 如 ，N = 10 时 ， 不 管 选择 第 6 个 或 第 7 
个 〈 蓝 紫色 ) ， 都 要 再 有 4 人 “粉红 色 ) 才 饱和 。 另 外 要 注意 的 是 ， 如 果 选 择 第 6 个， 则 第 4 
个 和 第 5 4EGZ. 98 6 人 进来 应 会 选择 二 者 之 一 。N 为 奇数 时 ， 应 选 奇 数位 小 便器 。 比 如 一 
共有 11 个 位 置 时 ， 假 如 选择 第 7 个 的 话 ， 则 还 可 容纳 5 人 ， 选 择 第 6 个 ， 就 只 能 再 容纳 4 A. 


让 我 们 用 方程 总 结 一 下 。 设 第 一 人 走 进 厕所 时 为 t= 1， 之 后 依次 为 t= 
2, 3, 4， 等 等 。 如 果 N 为 偶数 ， 则 t= N/2 时 饱和 ; 如 果 N 为 奇数 ， 若 第 
一 人 选择 了 奇数 位 ， 则 t= (N+ 1)/2 时 饱和 ， 若 第 一 人 选择 偶数 位， 则 1 
=(N - 1)/2 时 饱和 。 


而 所 饱和 之 后 ， 新 来 的 人 随机 选择 。 如 果 你 选 了 两 端的 位 置 ， 劳 边 来 人 
为 (N+2)/4《〈 其 中 N 为 偶数 ) ， 或 者 (N+1)/4《〈 其 中 N E 
A o 


2 这 一 平均 加 数 符合 负 超 几何 分 布 。 可 以 证 明 ， 此 分 布 的 预期 值 为 (n+ 1) (a+1)， 其 中 n 表示 
剩余 的 位 置 ， 在 不 同情 况 下 分 别 为 W2、(CVW+ 12 EX (N - 12) , ， 而 a 表示 相 令 位置 的 数量 ， 






































| 对 于 两 端的 位 置 a= 1， 对 于 其 他 位 置 a= 2。 











如 果 你 开始 选择 了 其 他 位 置 ， 则 劳 边 来 人 的 平均 加 数 为 (v*-2)6 CHI 
20.3) à 





oo 
旁边 来 人 乎 均 加 数 。” 旁边 来 人 平均 加 数 。。 
e? gi- 





位 置 数 N 
TT l 选择 倒数 第 二 位 置 
吉 果 很 清楚 ， 不 管 总 共有 多 少 位 置 ， 离 门 越 远 的 位 置 ， 
边 越 不 易 有 人 


模型 二 ; 人 性 本 者 


按照 第 一 种 模型 ， 就 算 厕 所 很 大 ， 人 也 会 聚 在 一 起 ， 不 符合 实情 。 我 们 
修改 一 下 基本 假设 ， 人 性 虽 懒 ， 但 现代 人 要 体面 。 在 此 模型 中 ， 新 来 的 
人 不 会 选择 最 近 的 孤立 位 ， 而 是 选择 离别 人 最 远 的 天 并 位 。 如 采 好 儿 个 
MEER. 那么 懒惰 本 性 再 度 发 挥 作用 一 一 选择 这 几 个 位 置 中 离 
门 最 近世 


一 种 模型 非常 不 同 。 饱 和 所 需 人 数 不 仅 取决 于 位 置 总 数 ， 还 与 你 
一 人 的 选择 有 关 。 令 人 吃惊 的 是 ， 最 远 的 位 置 这 次 不 一 定 最 好 〈 图 
i y 
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图 20.4 共有 14 个 位 置 ， 使 用 害 者 模 型 


如 果 第 一 人 选择 最 后 的 位 置 ， 再 来 5 人 饱和 。 如 果 他 选择 第 10 个 位 置 ， 则 再 来 6 人 才 饱 和 ， 可 
i873 A(14, 14) = 6, A(14, 13) = 5，A(14, 10)=7。 


下 面 来 看 看 ， 如 何 根 据 位 置 总 数 N 确定 最 好 的 位 置 。 当 N 值 较 小 时 ， 
很 容易 得 出 选择 位 置 j AMAZ 187g AN, jo 比如 N=2 时 ，1 人 
即 饱和 ， 于 是 AQ, 1) = A(2, 2) = 1。 当 总 共有 3 个 位 置 时 ， 选 择 两 端的 
位 置 则 还 可 容纳 1 人 ， 于 是 A(3, 1) = A(3, 3) = 2。 但 选择 中 间 位 置 则 直 
接 饱 和 ， 于 是 A(3, 2) = 1. 


如 果 六 值 较 大 ， 就 要 用 公式 来 简化 计算 。 假 设 你 =D 选择 了 最 后 位 
置 ， 第 二 人 (t= 2) 则 会 选择 第 一 位 置 ， 第 三 人 (t= 3) 要 在 两 端 已 被 
占 的 情况 下 选择 一 个 位 置 。 记 BN) 为 两 端 已 被 占 时 饱和 所 需 人 数 ， 于 
是 有 A(N, N) = 2+B(N)， 对 称 地 有 ，A(N, 1) = 2 + B(N). 


如 果 一 开始 第 一 人 选择 倒数 第 二 位 置 呢 ? 此 时 第 二 人 依然 会 选择 第 一 位 
置 ， 而 且 后 来 者 从 都 不 会 选择 最 后 位 置 ， 这 时 可 视 仿 共 有 从 1 个 位 置 ， 
且 两 端 位 置 已 被 占 。 从 第 三 人 开始 ， 要 达到 饱和 所 需 人 数 为 B(N - 1); 
于 是 有 A(N, N -1)=2+B(N -1)， 同 样 对 称 地 有 ，A(N, 2)=2+B(N- 
1). 


如 有 果 你 这 第 一 人 不 选择 两 端的 第 一 个 位 置 、 第 二 个 位 置 、 最 后 位 置 
(ND 或 倒数 第 二 位 置 (N - 1) 呢 ? 此 时 ， 你 左右 都 有 足够 多 位 置 ， 后 
来 者 可 以 尽量 靠近 门 ， 也 可 以 尽量 远离 门 。 第 3 人 进来 后 ， 以 你 的 位 置 














分 成 两 部 分 ， 左 边 从 位 置 1 到 位 置 (你 的 位 置 ) ， 共 有 j 个 位 置 ， 碳 
边 从 位 置 j 到 位 置 N， 共 N-j+1 个 位 置 。 两 部 分 互相 独立 ， 都 可 视 为 
两 端 已 被 占 的 一 组 。 左 边 可 再 有 BQO) A. din BER B(N -j + 了 T 个 
人 。 忆 之， 如 果 第 一 人 选择 j 位置 ， 则 Nv 个 位 置 可 让 A(N, 站 =3+ Bj) + 
B(N-j+1) 个 人 安心 解决 内 急 问 题 。 


现在 ， 只 要 算出 B(N) 即 可 ， 也 束 是 说 ， 总 共有 NN 个 位 置 且 两 端 已 被 
占 时 ， 达 到 饱和 所 需 人 数 。N < 4 时 ， 两 端 被 占 即 饱和 ， 此 时 B(N) = 
0。N >4 时 ， 第 一 人 可 以 选中 间 位 置 ， 即 位 置 (N+ 1)/2 CN 为 奇数 ) 
或 W2 CON 为 偶数 ) 。 如 上 文 所 述 ，3 人 形成 新 的 分 区 : 左边 从 第 一 个 
位 置 到 中 间 ， 还 可 再 有 BN + 1)/2) È BOND) 人 (根据 NN 为 奇数 或 偶 
ŽO ; 右边 从 中 间 到 最 后 位 置 ， 还 可 再 有 BN + 1)/2) 或 B(N/2 + 1) 人 
(根据 N 为 奇数 或 偶数 ) 。 
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IE eaa] 若 和 N 为 偶数 


函数 A 和 B 都 以 递归 形式 定义 ， 不 到 一 杯 啤酒 的 时 间 就 能 在 手机 上 编 
个 小 程序 算出 来 。 函 数 B 可 简化 为 单一 表达 式 〈 包 含 一 堆 对 数 和 各 种 因 
式 ) ， 但 至 今 无 法 直接 算出 令 AQ, RAKIJE. HTAR NIE, A 
算出 所 有 j 值 对 应 的 AQN, j), 由 此 可 以 看 出 ， 最 后 位 置 并 不 总 是 最 好 的 
选择 ( 表 20.1) ， 并 且 便 池 利 用 率 最 高 可 达 50% 一半 便 池 被 占用 ) ， 
而 最 低 只 有 33% (图 20.5) 。 


表 20.1 根据 便 池 总 数 不 同 ， 可 算出 好 位 置 和 坏 位 置 





饱和 所 需 人 数 (V | 未 位 置 人 ) | 包 和 所 需 人 数 N, 
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图 20.5 害 关 模 型 产生 的 结果 比较 难 理解 

简单 地 说 ， 便 池 利 用 率 在 33% 到 50% 之 间 ， 但 具体 是 多 少 ， 占 用 哪个 位 置 会 导致 此 利用 率 ， 
都 很 难说 。 

两 位 大 胆 的 数学 家 没有 就 此 打住 ， 他 们 还 研究 了 “ 醉 鬼 模型 "?， 即 随机 选 


TEST BL BEER IARE PIKIRE A RRA 人 们 得 到 答案 的 同 
时 ， 还 能 提出 更 多 疑问 ， 这 才 是 好 的 数学 题 。 如 采 部 分 位 置 已 被 占 ， 选 











择 哪个 位 置 才 好 ? 方便 的 时 间 不 会 无 限 长 ， 厕 所 里 肯定 是 人 来 人 往 ， 这 
会 不 会 改变 最 佳 位 置 ? 如 果 不 是 隅 开 的 小 便器 ， 而 是 沿 看 增 脚 的 小 便 池 
昵 ?下 次 泡 酒 吧 的 时 候 再 慢 慢 想 吧 。 


(Kock k 


“所 以 说 ， 如 宁 我 选 倒数 第 二 个 位 置 ， 和 劳 边 就 不 会 很 快 来 人 ， 对 
ng? ” 


“这 得 看 你 什么 时 候 去 上 厕所 。 现 在 都 快 夜 里 2 AJ, EH AR 
型 而 不 是 害羞 模型 。 我 只 能 跟 你 说 ,现在 去 方便 ， 肯 定 不 方便 ! ” 
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微 信 图 灵 访 谈 : ituring_interview， 讲 述 码 农 精 彩 人 生 
微 信 图 灵 教 育 : turingbooks 
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